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Re´sume´
L’industrie se tourne de plus en plus vers les mate´riaux composites pour leurs tre`s
bonnes caracte´ristiques spe´cifiques. A l’e´chelle de la microstructure leur comporte-
ment est fortement he´te´roge`ne mais a` l’e´chelle de la structure on aimerait les utiliser
comme des mate´riaux homoge`nes. Les me´thodes multi-e´chelles ont e´te´ de´veloppe´es
pour re´soudre les proble`mes de structure avec un temps de calcul raisonnable. Ces
me´thodes sont en ge´ne´ral valide´es par comparaison avec un calcul nume´rique ou` les
he´te´roge´ne´ite´s sont entie`rement maille´es.
Dans ce travail de the`se, une structure architecture´e mode`le a e´te´ cre´e´e au centre
d’une plaque (homoge`ne) mince en acier inoxydable (304L). La cellule unitaire du
mate´riau architecture´ est constitue´e d’un carre´ perce´ d’un trou en son centre. L’uti-
lisation d’une came´ra a` tre`s haute re´solution (270 millions de pixels) permet de
suivre simultane´ment l’e´volution des de´formations aux e´chelles microscopique et
macroscopique. La variation de l’orientation de la structure architecture´e par rap-
port au chargement macroscopique modifie les sollicitations applique´es aux cellules
unitaires.
Les expe´riences re´alise´es ont pour but d’analyser les cine´matiques de de´formation
des cellules unitaires sous un chargement multi-axial. La mesure de champs per-
met une analyse quantitative des cine´matiques des cellules unitaires et d’investiguer
la pertinence des manie`res de re´aliser les changements d’e´chelles dans le domaine
line´aire et non-line´aire. Le passage de l’e´chelle macroscopique a` l’e´chelle microsco-
pique est particulie`rement e´tudie´ graˆce a` la de´formation de la frontie`re des cellules.
A partir de ces mesures, une homoge´ne´isation line´aire et non-line´aire des cellules
ayant une cine´matique pe´riodique est propose´e. La ge´ome´trie de la cellule unitaire in-
troduit des syme´tries dans le comportement du milieu homoge`ne e´quivalent (MHE),
celui-ci devient cubique. Les caracte´ristiques e´lastiques du MHE sont obtenues par
homoge´ne´isation a` partir des re´sultats expe´rimentaux. Un crite`re de Tsa¨ı-Hill est
identifie´ dans le domaine non-line´aire.
Enfin, on s’inte´resse a` la fissuration de la zone architecture´e et a` l’initiation de
la localisation des de´formations dans les cellules. Le support de la localisation est
calcule´ a` partir du champ des de´formations mesure´es. La cine´matique de la cellule
est enrichie avec une discontinuite´ et le saut de de´placement normal a` la fissure
est identifie´ a` partir des cine´matiques a` l’e´chelle microscopique. Une comparaison
avec le saut de de´placement calcule´ par corre´lation d’images e´tendue a` l’e´chelle
macroscopique est mene´e afin de valider la strate´gie d’extraction de la discontinuite´
a` l’e´chelle microscopique.
Mots cle´s: Corre´lation d’images, me´thodes multi-e´chelles, milieu d’ordre supe´-
rieur, me´canique non-line´aire, fissuration.
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Introduction
Introduction
La plupart des mate´riaux fabrique´s et utilise´s dans l’industrie sont he´te´roge`nes
en dec¸a` d’une e´chelle. Les alliages me´talliques, les mate´riaux poreux, les composites
ou les mate´riaux polycristallins en sont quelques exemples typiques. Les diffe´rentes
phases et structures pre´sentes dans ces mate´riaux en constituent la microstructure.
La taille, la dimension, la ge´ome´trie, la distribution et les proprie´te´s physiques de
cette microstructure sont des crite`res parmi d’autres pour de´terminer le compor-
tement macroscopique de ces mate´riaux (a` une e´chelle ou` ils peuvent paraˆıtre ho-
moge`nes). Les outils de calcul (me´thodes e´le´ments finis, me´thodes sans maillages,
me´thodes des e´le´ments frontie`res...) pour obtenir la re´ponse de structures macro-
scopique contenant de tels mate´riaux ame`nent a` des calculs tre`s lourds en terme
de temps de calcul et de ressources (toutes les he´te´roge´ne´ite´s doivent eˆtre prises en
compte).
Les me´thodes multi-e´chelles ont alors e´te´ de´veloppe´es pour re´soudre les proble`mes
de structures avec un temps de calcul un peu plus raisonnable. Ces me´thodes sont en
ge´ne´ral valide´es par comparaison avec un calcul nume´rique plein champ. Certaines
structures peuvent eˆtre valide´es expe´rimentalement par comparaison avec la re´ponse
macroscopique d’un essai ou le suivi local des de´formations graˆce a` des jauges. Des
e´tudes post-mortem de l’e´chantillon peuvent eˆtre re´alise´es pour analyser la rupture
de la microstructure.
Les me´thodes de changement d’e´chelles s’appuient bien souvent sur une hy-
pothe`se de pe´riodicite´ du mate´riau. On e´tudie le comportement d’une cellule
pe´riodique que l’on remplace par un mate´riau homoge`ne e´quivalent. Ces the´ories sont
courantes et bien maˆıtrise´es en e´lasticite´ line´aire. Elles sont en plein de´veloppement
dans le domaine non-line´aire en particulier dans le cas des grandes de´formations ou`
la microstructure peut e´voluer. Les pre´visions en cas de localisation par instabilite´
ou rupture restent aussi mal comprises.
Ce travail de the`se se veut comme un apport expe´rimental pour la validation
des changements d’e´chelles dans les me´thodes multi-e´chelles en e´lasticite´, e´lasto-
plasticite´ et rupture. Un mate´riau multi-e´chelle mode`le a e´te´ cre´e´ et teste´ avec
une came´ra a` tre`s haute re´solution (270 millions de pixels). Cette came´ra permet
de suivre simultane´ment l’e´volution des de´formations aux e´chelles microscopique
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Introduction
et macroscopique graˆce a` la me´thode de corre´lation d’images. L’orientation de la
structure architecture´e par rapport a` un chargement uniaxial fixe permet de solliciter
les cellules unitaires avec un chargement mixte (traction, cisaillement).
Le premier chapitre propose une e´tude bibliographique des me´thodes multi-
e´chelles pour le calcul de structures. Dans ce cadre, la the´orie de l’homoge´ne´isation
e´lastique line´aire pe´riodique est expose´e ainsi que les me´thodes d’homoge´ne´isation
non-line´aire base´es sur le proble`me de l’inclusion d’Eshelby. La deuxie`me partie
du chapitre pre´sente les me´thodes de re´solution multi-e´chelles. La dernie`re partie
du chapitre expose le principe de la corre´lation d’images nume´riques utilise´e pour
calculer les champs de de´placements et de´formations des essais aux e´chelles macro-
scopique et microscopique.
Le deuxie`me chapitre pre´sente les re´sultats de corre´lation d’images des structures
architecture´e mode`le cre´e´es sur une plaque mince d’acier inoxydable. Les structures
architecture´es sont choisies graˆce a` un pre´-dimensionnement nume´rique afin d’obte-
nir des sollicitations couple´es (traction et cisaillement) sur les cellules unitaires.
Le troisie`me chapitre est une e´tude statistique de la cine´matique des cellules
unitaires. Les cellules unitaires ayant une cine´matique pe´riodique et celles ayant
une cine´matique non pe´riodique sont de´termine´es. La deuxie`me partie du chapitre
s’inte´resse aux conditions aux limites a` appliquer aux cellules unitaires a` partir des
gradients de de´formations macroscopiques. Les conditions aux limites pe´riodiques
d’ordre supe´rieur sont notamment e´tudie´es.
Le quatrie`me chapitre traite de l’homoge´ne´isation des cellules unitaires ayant
une cine´matique pe´riodique. La ge´ome´trie de la cellule unitaire introduit des
syme´tries dans le comportement du milieu homoge`ne e´quivalent (MHE). Les ca-
racte´ristiques e´lastiques du MHE sont obtenues par homoge´ne´isation a` partir des
re´sultats expe´rimentaux. Dans le domaine e´lasto-plastique, les crite`res de Hill et
de Tsa¨ı-Hill sont identifie´s a` partir des re´sultats expe´rimentaux et de simulations
nume´riques biaxiales.
Le dernier chapitre s’inte´resse a` la localisation des de´formation dans les cellules
unitaires qui conduit a` la fissuration de la structure architecture´e. Le support de la
localisation est calcule´ a` partir du champ des de´formations mesure´ par corre´lation
d’images a` l’e´chelle microscopique. La cine´matique de la cellule est enfin enrichie avec
une discontinuite´ et le saut de de´placement normal a` la localisation est identifie´. Une
comparaison avec le saut de de´placement calcule´ par corre´lation d’images e´tendue a`
l’e´chelle macroscopique est mene´e afin de valider la strate´gie d’identification a` partir
de l’e´chelle microscopique.
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Chapitre 1
Etat de l’art
Ce premier chapitre met en lumie`re l’importance du choix
des conditions aux limites microscopiques dans les
proble`mes multi-e´chelles. Dans les sections 1 et 2 sont
pre´sente´es la the´orie de l’homoge´ne´isation line´aire
classique puis plusieurs me´thodes de calcul multi-e´chelles
dans un cadre non-line´aire. Une e´prouvette base´e sur un
motif he´te´roge`ne pe´riodique a e´te´ cre´e´e afin d’e´valuer la
pertinence des conditions aux limites habituellement
conside´re´es graˆce a` la corre´lation d’images nume´riques
pre´sente´e dans la section 4.
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L’homoge´ne´isation microme´canique
1.1 L’homoge´ne´isation microme´canique
Pour tous les mate´riaux, il existe une e´chelle en dec¸a` de laquelle, le mate´riau est
he´te´roge`ne, c’est a` dire que les caracte´ristiques mate´riaux ne sont pas les meˆmes en
tout point du mate´riau. C’est le cas par exemple pour les me´taux ou` a` l’e´chelle
du grain les caracte´ristiques ne sont pas homoge`nes alors qu’a` l’e´chelle macro-
scopique, les me´taux sont conside´re´s comme homoge`nes. Cependant si toutes les
he´te´roge´ne´ite´s sont prises en compte, le calcul d’une structure re´elle devient ra-
pidement tre`s couˆteux (en temps et en taille). L’e´tude de ces mate´riaux a fait
naˆıtre l’homoge´ne´isation micro-me´canique dans le but de remplacer les mate´riaux
he´te´roge`nes par des milieux homoge`nes e´quivalent (MHE) ayant des caracte´ristiques
ge´ome´triques et me´caniques e´quivalentes.
Un exemple de mate´riau he´te´roge`ne est donne´ sur la figure 1.1 ou` la structure ma-
croscopique est pe´riodique, compose´e de la re´pe´tition d’une cellule unitaire de forme
carre´e avec un trou en son centre.
1.1.1 Principe de l’homoge´ne´isation microme´canique
Le principe comporte trois e´tapes : la repre´sentation, la localisation et l’ho-
moge´ne´isation. L’objectif est de remplacer un volume e´le´mentaire repre´sentatif
(VER) par un milieu homoge`ne e´quivalent. Le choix du volume repre´sentatif peut se
baser sur des approches statistiques dans le cas d’une microstructure ale´atoire afin
que deux volumes diffe´rents aient le meˆme comportement effectif. Dans le cas d’une
microstructure re´gulie`re, le motif de base du VER est fixe´.
1.1.1.1 La repre´sentation
Cette e´tape de´finit le volume e´le´mentaire repre´sentatif du mate´riau he´te´roge`ne
conside´re´. Pour cela, il convient de de´finir la taille caracte´ristique des he´te´roge´ne´ite´s,
note´e d, la taille du VER, note´e l, de telle sorte que la condition d << l soit ve´rifie´e.
Cette condition sert a` donner a` tous les points macroscopiques le meˆme volume
e´le´mentaire sinon le comportement de la structure fluctuerait fortement d’un point
Figure 1.1 – Repre´sentation d’un mate´riau a` deux e´chelles.
Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015 5
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
1. Etat de l’art
a` l’autre. La seconde condition a` ve´rifier, en notant L la dimension caracte´ristique
de la structure globale, est que l << L de manie`re a` traiter la structure comme un
milieu homoge`ne.
1.1.1.2 La localisation
Cette e´tape consiste a` faire descendre les informations macroscopiques
(contraintes, de´formations, ...) d’un point X de la structure Ω vers un point x du
volume e´le´mentaire repre´sentatif note´ ω. Le VER e´tant de´fini, il reste a` calculer les
champs de de´formations ou de contraintes locales en localisant les champs macro-
scopiques (E0 ou Σ0). Le tenseur de localisation des de´formations A et le tenseur
de concentration des contraintes B sont des tenseurs d’ordre 4 ayant une moyenne
sur le VER e´gale au tenseur identite´, c’est a` dire :
ε(x) = A : E0(X), ou` < A >= Id (1.1)
σ(x) = B : Σ0(X), ou` < B >= Id (1.2)
ou` < . > de´signe l’ope´rateur d’homoge´ne´isation, de´fini par l’E´quation 1.7, i.e. l’ob-
tention en moyenne de la valeur microscopique sur le RVE.
1.1.1.3 Les conditions aux limites
Les sollicitations auxquelles est soumis le VER peuvent eˆtre pre´leve´es au
point macroscopique conside´re´ de la structure. Entre les grandeurs macroscopiques
(de´formations, contraintes, ...) et les champs locaux a` de´terminer ne peuvent eˆtre
e´tablis que des relations de moyenne. Nous n’aurions donc a` re´soudre qu’un proble`me
sans ve´ritable conditions a` la limite, mais soumise a` des sollicitations en moyenne.
A ce proble`me mal pose´, nous pre´fe´rons substituer un proble`me avec des conditions
aux limites plus classique en adoptant des conditions homoge`nes sur le contour, que
nous pouvons scinder en trois familles :
– Conditions de de´formation homoge`ne sur le contour (KUBC) :
u = E0.x sur ∂ω (1.3)
– Conditions de contrainte homoge`ne sur le contour (SUBC) :
σ.n = Σ0.n sur ∂ω (1.4)
– Conditions aux limites pe´riodiques (PUBC) :
u = E0.x+ v sur ∂ω (1.5)
ou` n repre´sente un vecteur normal a` la frontie`re et v de´signe un champ inconnu du
proble`me local soumis a` des conditions de pe´riodicite´ sur ∂ω. La dernie`re famille est
l’application de conditions aux limites pe´riodiques homoge`nes sur le contour. Les
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Figure 1.2 – Sche´matisation des conditions de pe´riodicite´ haut/bas et
gauche/droite.
conditions de pe´riodicite´ sur le bord ∂ω sont repre´sente´es sur la figure 1.2, elles
s’e´crivent pour un VER rectangulaire :
v(sh) = v(sb) et v(sd) = v(sg), (1.6)
ou` les indices h, b, d et g font respectivement re´fe´rence aux quatre bords de la cellule
haut, bas, droite et gauche. Il s’ajoute e´videmment la condition d’anti-pe´riodicite´
des vecteurs contraintes correspondants. Le choix des conditions aux limites fait
partie de l’e´tape de localisation de par la descente d’informations macroscopiques
vers l’e´chelle microscopique.
Dans un mate´riau he´te´roge`ne tel que repre´sente´ sur la Figure 1.1, les cellules uni-
taires place´es au centre sont entoure´es d’autres cellules unitaires ayant le meˆme
comportement. Sur ces cellules unitaires peuvent eˆtre applique´es des conditions aux
limites pe´riodiques. Alors que pour les cellules unitaires proches du bord -encore
plus celles au bord-, les conditions aux limites pe´riodiques ne sont plus pertinentes
puisque ces cellules n’ont plus une cine´matique pe´riodique.
1.1.1.4 L’homoge´ne´isation
Le passage de l’e´chelle microscopique a` l’e´chelle macroscopique se fait par l’e´tape
d’homoge´ne´isation. De´finissons les tenseurs de de´formation et de contrainte macro-
scopique E et Σ, ils sont e´gaux a` :
Σ =< σ >=
1
V
∫
ω
σdω , et E =< ε >=
1
V
∫
ω
εdω (1.7)
ou` V est le volume de la cellule unitaire (dans un cadre ou` le VER est de dimension 2)
et < . > de´signe l’ope´rateur d’homoge´ne´isation. Ainsi pour les conditions aux limites
pre´ce´dentes, la valeur macroscopique du tenseur applique´ pour les conditions aux
limites est e´gale a` ce tenseur. Prenons par exemple le cas des conditions aux limites
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1. Etat de l’art
pe´riodiques, le tenseur de de´formation macroscopique apre`s application du the´ore`me
de Green-Ostogradsky est e´gale a` :
Eij =
1
2V
∫
∂ω
(E0ikxknj + E
0
jkxkni)dl +
1
2V
∫
∂ω
(v,inj + v,jni)dl
Eij = E
0
ij +
1
2V
∫
∂ω
(v,inj + v,jni)dl
Eij = E
0
ij (car v est pe´riodique sur le bord)
(1.8)
De meˆme, les tenseurs entre ces deux e´chelles satisfont au Lemme de Hill qui stipule
que l’e´nergie est conserve´e entre les deux e´chelles :
Σ : E =< σ : ε > (1.9)
Le comportement effectif du mate´riau homoge´ne´ise´, Ceff , ou la souplesse effective,
Seff sont ainsi donne´s par la relation entre ces tenseurs :
Σ = Ceff : E
0 ou E = Seff : Σ
0 (1.10)
Diffe´rents mode`les microme´caniques ont e´te´ propose´s pour la pre´diction du compor-
tement effectif des mate´riaux he´te´roge`nes. Leur spe´cificite´ re´side dans les hypothe`ses
e´mises pour la prise en compte des interactions entre les diffe´rentes phases et l’appli-
cation des conditions aux limites. Nous allons pre´senter brie`vement les deux bornes
de Voigt et Reuss qui encadrent le comportement effectif homoge´ne´ise´ pour tout
type de mate´riau he´te´roge`ne.
1.1.1.5 Bornes de Voigt et Reuss
Borne de Voigt : Voigt propose une approximation des modules effectifs par une
loi de me´lange des modules des diffe´rentes phases constitutives du milieu microsco-
pique. En conside´rant que les de´formations sont uniformes en tout point, le tenseur
d’e´lasticite´ effectif, CV est e´gal a` la moyenne du tenseur d’e´lasticite´ microscopique,
c’est a` dire :
CV =
N∑
r=1
fr.Cr, (1.11)
ou` fr et Cr sont respectivement la fraction volumique et le tenseur d’e´lasticite´ de
chaque phase r.
Borne de Reuss : Cette borne re´sulte d’une approximation duale a` celle pro-
pose´e par Voigt. Dans l’hypothe`se que les contraintes sont uniformes en tout point,
le tenseur de souplesse e´lastique effectif, SR est e´gal a` la moyenne du tenseur de
souplesse e´lastique microscopique, c’est a` dire :
SR =
N∑
r=1
fr.Sr, (1.12)
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L’homoge´ne´isation microme´canique
ou` Sr est le tenseur de souplesse e´lastique de chaque phase (e´gal a` C
−1
r ).
Ces bornes encadrent le module de compressibilite´ du tenseur d’e´lasticite´ effectif re´el
tel que :
KR ≤ Keff ≤ KV , (1.13)
ou`KR,KV etKeff sont respectivement le module de compressibilite´ e´lastique calcule´
par la borne de Reuss et Voigt et le module de compressibilite´ effectif du milieu ho-
moge`ne e´quivalent. Ces deux bornes sont e´galement appele´s fuseau de Hill. D’autres
bornes ont e´te´ propose´s par la suite pour approximer plus pre´cise´ment le tenseur
d’e´lasticite´ effectif comme celles d’Hashin et Shtrikman [HAS 63] par exemple.
1.1.2 The´orie de l’homoge´ne´isation pe´riodique e´lastique
La the´orie de l’homoge´ne´isation par analyse asymptotique [SAN 88] propose
une approche multi-e´chelle mettant en jeu un proble`me a` chaque e´chelle qui per-
met de remonter aux proprie´te´s locales. Cette the´orie s’applique dans le cadre de
proprie´te´s mate´riaux e´lastiques et d’une re´pe´tition pe´riodique du VER conside´re´.
L’ide´e consiste a` introduire une variable spatiale par e´chelle pour de´crire la solu-
tion : une variable X lie´e a` l’e´chelle macroscopique (celle de la structure) et une
variable y a` l’inte´rieur du VER. En notant le rapport d’e´chelles , on peut de´finir
la variable Y (= y/) comparable en amplitude a` X. Le de´placement solution est
alors de´veloppe´ asymptotiquement en fonction de  (plus le changement d’e´chelle
est grand, plus  est petit) :
u(X,y) = u0(X,y) + u1(X,y) + 
2u2(X,y) + ◦(2). (1.14)
La seconde e´tape consiste a` de´velopper les e´quations d’e´quilibre et a` trier les termes
suivant la puissance du parame`tre . Pour cela, on commence par e´crire le tenseur
des de´formations au point M (tel que OM = X + y) :
ε =
1
2
[(
∂u
∂X
+
∂u
∂X
T)
+
1

(
∂u
∂Y
+
∂u
∂Y
T)]
, (1.15)
soit en triant en fonction des puissances du parame`tre  :
ε = −1εY (u0) +
∞∑
i=0
i
(
εX(ui) + εY (ui+1)
)
. (1.16)
L’e´quation d’e´quilibre s’e´crit quant a` elle de la fac¸on suivante :
∇σ + fd = 0
∇X(C : ε) + −1∇Y (C : ε) + fd = 0.
(1.17)
ou` fd est une force volumique et la contrainte σ suit la relation de comporte-
ment σ = Kε. L’ope´rateur de Hooke, K, ne de´pend que de la variable micro-
scopique y comme le comportement de la microstructure est suppose´ pe´riodique.
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1. Etat de l’art
En de´veloppant l’e´quation (1.17) suivant les puissances du parame`tre , on obtient :
−2
[
∇Y
(
C : εY (u0)
)]
+
−1
[
∇X
(
C : εY (u0)
)
+∇Y
(
C : (εX(u0) + εY (u1))
)]
+
0
[
∇X
(
C : (εX(u0) + εY (u1))
)
+∇Y
(
C : (εX(u1) + εY (u2))
)
+ fd
]
+ ... = 0.
(1.18)
Parmi les champs de de´placements solutions, le terme u0 correspond au champ
macroscopique alors que u1 correspond au champ microscopique. Pour chaque ordre
du parame`tre , on peut e´crire un proble`me, en partant de l’ordre -2 a` l’ordre 0 :
– Proble`me en −2 : l’e´quation (1.19) permet de montrer que u0 est
inde´pendant de la variable microscopique et ne de´pend que de la variable
macroscopique X :
∇Y
(
C : εY (u0)
)
= 0 =⇒ ε(u0) = εX(u0) = ε0 (1.19)
– Proble`me en −1 : comme le terme en u0 est inde´pendant par rapport a` y,
le proble`me s’e´crit :
∇Y
(
C : ε0)
)
= −∇Y
(
C : εY (u1)
)
. (1.20)
On peut montrer que ce proble`me admet une unique solution. Ainsi il est
possible de trouver un tenseur H(y), de´fini sur ω, ve´rifiant les conditions de
pe´riodicite´ sur le contour tel que :
εY (u1) = H(y)ε0. (1.21)
Ce tenseur est appele´ tenseur de localisation des de´formations et est
ge´ne´ralement de´termine´ par une se´rie de de´formations macroscopiques
e´le´mentaires. En notant la de´formation microscopique εm = ε0 + εY (u1), on
obtient :
εm = ε0 +Hε0 et σ
m = (C +CH)ε0. (1.22)
– Proble`me en 0 : la condition d’existence du proble`me en u2 conduit a` e´crire :∫
ω
[∇X(σm)+ fd] dω + ∫
ω
∇X
(
C : εX(u1)
)
dω = 0. (1.23)
On remarque que le second membre de la partie gauche de l’e´quation (1.23)
est nul en utilisant le the´ore`me de Green-Ostogradsky pour se ramener a` une
inte´grale de contour avec un champ pe´riodique. L’e´quation (1.23) s’e´crit fina-
lement :
∇XΣ+ < fd >= 0, (1.24)
ce qui donne le proble`me macroscopique portant sur les quantite´s ho-
moge´ne´ise´es Σ, E. Le comportement homoge´ne´ise´ est obtenu par :
Cper =< C +C : H > . (1.25)
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Figure 1.3 – Maillage d’un quart de section du VER. Contient (
m
2
x
m
2
) fibres.
Comparaison des diffe´rentes estimations du comportement effectif : Il
est possible de montrer que le comportement effectif calcule´ graˆce aux conditions
aux limites pe´riodiques est bien encadre´ par les bornes de Voigt et Reuss :
CR ≤ Cper ≤ CV . (1.26)
Ce comportement homoge´ne´ise´ refle`te mieux le comportement effectif du mate´riau
homoge`ne e´quivalent. Le choix des conditions aux limites sur le VER est crucial
pour l’estimation du comportement effectif. Il peut eˆtre montre´ que lorsque la
taille du VER est augmente´, l’encadrement du comportement effectif par les bornes
de Voigt et Reuss devient plus pre´cis jusqu’a` pre´diction du meˆme comportement
e´quivalent [KAN 03, BOR 01]. Cette analyse a par exemple e´te´ mene´e sur un com-
posite a` matrice aluminium renforce´e par des fibres de carbure [BOR 01] repre´sente´
sur la Figure 1.3. Les deux mate´riaux constitutifs sont conside´re´s e´lastiques ho-
moge`nes isotropes avec des modules de Young peu diffe´rents, les bornes de Voigt
et Reuss convergent vers le comportement effectif avec l’agrandissement du VER
comme le montre la Figure 1.4. Il peut eˆtre note´ que l’estimation par les conditions
aux limites pe´riodiques ne varie pas en fonction de la taille du VER.
Bilan : Les approches asymptotiques fournissent les proprie´te´s effectives ainsi que
les champs locaux comme les de´formations et les contraintes graˆce a` la re´solution
de deux proble`mes couple´s. Toutefois, ces approches reposent sur plusieurs hy-
pothe`ses fortes : un changement d’e´chelle tre`s grand pour justifier l’utilisation d’un
de´veloppement asymptotique et la pe´riodicite´. Cette dernie`re n’est pas justifie´e au
bord de la structure ou lors de forts gradients de de´formations par exemple. De
plus, le comportement des diffe´rents constituants est suppose´ line´aire e´lastique. Ces
me´thodes sont souvent limite´es a` des mode`le simples de mate´riaux dans le cas des
petites de´formations. Dans la partie suivante sont de´taille´es certaines techniques
d’homoge´ne´isation permettant obtenir un milieu homoge`ne e´quivalent dans un cadre
non-line´aire.
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(a) (b)
Figure 1.4 – Variation du module de Young (a) et du coefficient de Poisson (b)
en fonction de la taille du VER (m e´tant le nombre de cellules par coˆte´). DH est
la condition de de´formation homoge`ne, CH en contrainte homoge`ne et # avec des
conditions aux limites pe´riodiques [BOR 01].
1.1.3 Extension dans le cadre non-line´aire
Parmi les extensions de la the´orie classique de l’homoge´ne´isation au cadre non-
line´aire ont e´te´ propose´es les approches dites par champs moyens. L’ide´e est de
remplacer le proble`me de localisation dans le milieu he´te´roge`ne par un proble`me avec
une distribution des champs plus uniformes que la distribution re´elle (ge´ne´ralement
homoge`ne par phase). Ces approches reposent sur la re´solution du proble`me de
l’he´te´roge´ne´ite´ e´lastique, dit d’Eshelby [ESH 57].
1.1.3.1 L’inclusion d’Eshelby
Soit un milieu homoge`ne, de comportement e´lastique line´aire homoge`ne de ten-
seur Co occupant un domaine V. Le mate´riau est suppose´ a` l’e´tat naturel sauf dans
une inclusion I, de tre`s petite taille devant V, de forme ellipso¨ıdale ou` le mate´riau su-
bit une transformation physique pouvant se mettre sous la forme d’une de´formation
libre uniforme εL. Le tenseur d’Eshelby S
E, qui de´pend du comportement de la
matrice et de la forme de l’inclusion, relie la de´formation dans l’inclusion εI a` la
de´formation libre par :
εI = S
E : εL. (1.27)
La contrainte dans l’inclusion soumise a` la de´formation libre et a` la de´formation de
l’inclusion s’e´crit donc :
σI = Co : εI −Co : SE−1 : εI . (1.28)
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Co 
CI 
εI, σI 
∑o ou Eo 
Co 
CI 
εI, σI 
∑o ou Eo 
εL 
Figure 1.5 – Repre´sentation du proble`me d’Eshelby : a` gauche, une inclusion
de comportement CI noye´ dans une matrice de comportement Co soumise a` une
de´formation ou une contrainte macroscopique. A droite, le proble`me e´quivalent avec
une inclusion de comportement Co soumise a` une de´formation libre ε
L.
La solution du proble`me de l’inclusion peut eˆtre e´tendue au cas ou` le milieu est
soumis a` un e´tat de de´formation E0 ou de contrainte Σ0 macroscopique homoge`nes :
εI = E
0 +
(
(SE)−1 − Id) : εI , (1.29)
σI = Σ
0 −Co :
(
(SE)−1 − Id) : εI . (1.30)
En injectant l’expression de εI dans la seconde expression, la loi d’interaction est
obtenue :
σI −Σ0 = −C∗ : (εI −E0), (1.31)
ou` C∗ est le tenseur de Hill :
C∗ = Co :
(
(SE)−1 − Id) (1.32)
En inte´grant le comportement de l’inclusion (σI = CI : εI) dans l’e´quation de la loi
d’interaction (1.31), le tenseur de localisation de la de´formation s’e´crit :
A = (CI +Co)
−1 : (Co +C∗). (1.33)
A partir de la re´solution du proble`me de l’inclusion, plusieurs sche´mas d’ho-
moge´ne´isation ont e´te´ propose´s pour prendre en compte les he´te´roge´ne´ite´s dans
la microsctructure.
Sche´ma des distributions dilue´es : le mate´riau est constitue´ d’une matrice
(phase 1) entourant des he´te´roge´ne´ite´s (phases de 2 a` N) dont le comportement
est homoge`ne. Ce sche´ma conside`re que les fractions volumiques des inclusions sont
suffisamment faibles pour ne´gliger les interactions entre elles. Il ne reste donc qu’a`
appliquer le re´sultat du proble`me d’Eshelby (1.33) a` chaque inclusion et le compor-
tement effectif, CDD, s’e´crit donc :
CDD = Co +
N∑
r=2
fr(Cr −Co) : (Cr +Co)−1 : (Co +C∗r ). (1.34)
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Ce sche´ma ne prend donc pas en compte les interactions entre les inclusions et se
limite donc seulement a` de tre`s petites inclusions. Il peut eˆtre montre´ que si la
fraction volumique de l’inclusion de´passe 0.5 alors le comportement e´quivalent n’est
plus contenu dans le fuseau de Hill.
Sche´ma de Mori-Tanaka [MOR 73] : pour tenir compte des interactions entre
les inclusions, on utilise le sche´ma de Mori-Tanaka. Le principe est de conside´rer
les inclusions isole´es dans une matrice infinie soumise a` une de´formation moyenne
εm inconnue. La de´formation de chaque inclusion est alors relie´e a` la de´formation
moyenne par des pseudo-tenseurs de localisation solution TI du proble`me d’Eshelby :
εI = TI : εm avec TI =
(
Id+ SEI : C
−1
o : (CI −Co)
)−1
. (1.35)
Le tenseur de localisation de chaque phase s’e´crit alors :
AI = TI :
(
N∑
j=1
fjTj
)−1
, (1.36)
et le tenseur du comportement effectif, CMT , est e´gal a` :
CMT = Co +
N∑
i=1
fi(Cr −Co) : Ti :
 N∑
j=1
j 6=i
fjTj

−1
. (1.37)
Le sche´ma d’homoge´ne´isation de Mori-Tanaka prend en compte les interactions entre
les inclusions. Par rapport au sche´ma des distributions dilue´es, les inclusions peuvent
avoir des tailles plus importantes (fraction volumique allant jusqu’a` 0.25 ou 0.30).
Sche´ma auto-cohe´rent : dans ce cas, on suppose que chaque inclusion est en-
toure´e par le milieu continu e´quivalent, dont le comportement effectif CAC est in-
connu, au lieu de la matrice. Ainsi le tenseur de localisation des de´formations est
e´gal a` :
A = (CI +C
AC)−1 : (CAC +CAC
∗
). (1.38)
Le comportement effectif, CAC , s’e´crit donc de manie`re implicite comme :
CAC =
N∑
r=1
frCr : (CI +C
AC)−1 : (CAC +C∗
AC
). (1.39)
Le calcul du comportement effectif se fait de manie`re nume´rique. Avec cette ap-
proche, les re´sultats obtenus sont plus pre´cis qu’avec les approches pre´ce´dentes. Ce-
pendant il apparaˆıt complique´ d’expliciter le comportement dans des cas ge´ne´raux
a` partir de cette e´quation.
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1.1.3.2 Le milieu line´aire de comparaison (MLC)
Le re´sultat de l’inclusion d’Eshelby a permis une extension de ces mode`les
a` l’e´lasto-plasticite´, la visco-e´lasticite´ ou la visco-e´lasto-plasticite´. Les premiers
mode`les ont e´te´ de´veloppe´s dans le cadre de la plasticite´ polycristalline. Les sche´mas
d’homoge´ne´isation explicite´s dans la section pre´ce´dente se preˆtent au calcul des pro-
prie´te´s effectives dans un cadre non-line´aire. L’ide´e, de´veloppe´e par Ponte Castan˜eda
[PON 91], consiste a` figer provisoirement la structure pour lui affecter des ca-
racte´ristiques line´arise´es afin de poser le proble`me de son homoge´ne´isation de´sormais
line´aire. Ainsi, un premier choix a` faire est la line´arisation du proble`me non-
line´aire : en effet, plusieurs crite`res de line´arisation sont possibles : une formulation
incre´mentale, se´cante, tangente ou affine par exemple. Le second choix est la des-
cription des caracte´ristiques line´arise´es des phases. Faut-il les garder uniformes ou
non-uniformes a` l’inte´rieur des phases ?
Une fois ces deux choix effectue´s, la re´solution du proble`me non-line´aire d’ho-
moge´ne´isation est faite a` partir de la re´solution d’un proble`me line´aire. Dans la
suite, nous pre´sentons deux des mode`les les plus connus certes plus anciens que l’in-
troduction du MLC mais entrant parfaitement dans ce cadre, le mode`le de Kro¨ner
[ZAO 01] et celui de Hill [HIL 65].
Le mode`le de Kro¨ner : Ce mode`le a e´tendu le sche´ma auto-cohe´rent au domaine
e´lasto-plastique dans le cadre des polycristaux. L’ide´e est de supposer que chaque
cristal se comporte comme une inclusion ellipso¨ıdale et d’assimiler la matrice au
milieu homoge`ne e´quivalent plastifie´. Ainsi Kro¨ner choisit de line´ariser de fac¸on
incre´mentale les modules effectifs et de les utiliser dans le sche´ma auto-cohe´rent
comme des de´formations libres. La solution classique d’Eshelby donne la loi d’inter-
action sous la forme :
σI −Σo = −C : (Id− SE) : (εpi −Ep), (1.40)
ou`Ep est la de´formation libre impose´e a` la matrice et εp la de´formation libre impose´e
a` la phase. Dans le cas ou` les inclusions sont conside´re´es sphe´riques et la de´formation
plastique incompressible :
σI −Σo = −2µ(1− β)(εp −Ep) avec β = 2(4− 5ν)
15(1− ν) , (1.41)
ou` µ est le module de cisaillement isotrope et ν le coefficient de Poisson. Il peut eˆtre
remarque´ que la de´formation plastique est traite´e en fait comme une de´formation
libre. Ainsi le comportement trouve´ sera bien e´lasto-plastique mais il aura e´te´ ef-
fectue´ dans un contexte d’e´lasticite´ line´aire. Le mode`le fournit une estimation trop
raide du comportement effectif.
Le mode`le de Hill : Pour palier a` ce dernier proble`me, Hill propose de re´soudre
le proble`me en line´arisant la loi d’e´coulement :
σ˙i = Li : ε˙i, (1.42)
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ou`L est le module tangent correspondant a` l’e´tat de de´formation ε˙i. Cette loi est dite
multi-branche car elle de´pend de l’e´tat actuel du mate´riau mais surtout du type de
chargement (deux expressions diffe´rentes que le mate´riau soit en charge ou de´charge
plastique). Il reste a` adopter une formulation incre´mentale pour traiter a` chaque pas
un proble`me d’homoge´ne´isation line´aire. La vitesse de contrainte macroscopique Σ˙
est de´finie en fonction de la vitesse de de´formation macroscopique E˙ par :
Σ˙ =< Li : Ai >: E˙ = Leff : E˙, (1.43)
ou` Leff est le module tangent effectif. La re´solution du proble`me se fait par un
sche´ma auto-cohe´rent et l’approche incre´mentale aboutit a` la loi d’interaction sui-
vante :
σ˙i − Σ˙ = −L∗ : (ε˙i − E˙p) avec L∗ = Leff :
(
(SE)−1 − Id). (1.44)
ou` L∗ est le tenseur de Hill dans le cadre du sche´ma auto-cohe´rent. L’approche de
Hill reste pour autant une approximation, en affectant a` la matrice les modules
instantane´es uniformes alors que la matrice subit la pre´sence de l’inclusion et que
donc au moins dans son voisinage, les modules devraient eˆtre non uniformes.
Beaucoup de formulations ou de choix de line´arisations ont e´te´ de´veloppe´s
par la suite. Nous pouvons citer par exemple la formulation se´cante de´veloppe´e par
Hutchinson qui e´tend la formule incre´mentale de Hill au cas de la viscoplasticite´
[HUT 76] ou des approches reposants sur une formulation affine [MAS 00, ZAO 00].
L’inconve´nient des approches a` champs moyens re´side dans le fait que les champs
microscopiques pre´sentent de fortes he´te´roge´ne´ite´s en particulier au sein d’une
meˆme phase.
1.1.3.3 L’analyse par champs de transformation (TFA et NTFA)
L’analyse par champs de transformation (TFA) [DVO 76, DVO 87] propose un
formalisme permettant de ge´ne´raliser l’e´criture des relations de localisation dans
le domaine non-line´aire. Ce choix permet de prendre en compte la variation des
champs locaux de manie`re plus riche que les approches par champs moyens. L’ide´e
de la me´thode est de supposer que le champ de de´formation macroscopique est
distribue´ de manie`re purement e´lastique a` l’e´chelle microscopique. Les de´formations
ine´lastiques sont vues comme des champs locaux de de´formation libre. La cellule
microscopique est donc de´compose´e en sous-volumes ou` les champs ine´lastiques µ
sont suppose´s uniformes. Les de´formations et contraintes s’e´crivent alors :
ε = A : Eel +
m∑
j=1
Dj : µj, (1.45)
σ = B : Σel +
m∑
j=1
Fj : C : µj, (1.46)
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ou` les tenseurs A et B correspondent aux tenseurs de localisation de l’e´lasticite´
line´aire et les tenseurs D et F aux tenseurs d’influence de la de´formation ine´lastique
du sous-volume j. Les tenseurs de localisation peuvent eˆtre calcule´s nume´riquement
par re´solution d’une se´rie de proble`mes e´lastiques e´le´mentaires en imposant des
champs ine´lastiques nuls. A contrario, les tenseurs d’influences sont eux calcule´s en
imposant des de´formations ine´lastiques e´le´mentaires et des champs e´lastiques nuls.
La TFA permet donc de prendre en compte la variation des champs locaux par sous-
volume qui peuvent ne pas eˆtre co¨ıncidents avec les phases du mate´riau he´te´roge`ne.
Pour que la me´thode donne de bons re´sultats, le nombre de sous-volumes doit eˆtre
important. Meˆme dans ce cas, la TFA pre´dit un comportement trop rigide de la
microstructure. Pour palier a` ce de´ficit, l’analyse par champs de transformation
non-uniformes (NTFA) a e´te´ de´veloppe´e.
L’ide´e de la NTFA [MIC 03, MIC 04] consiste a` de´composer les de´formations
ine´lastiques sur une base de fonction non-uniformes sur les sous-volumes :
εin(x) =
m∑
j=1
µjθi(x). (1.47)
Les fonctions θ sont appele´es modes plastiques et sont de´finies par l’utilisateur. Le
support des ces fonctions peut aussi s’e´tendre a` plusieurs sous-volumes. Le choix de
ces modes plastiques constitue la principale difficulte´ de cette me´thode. Les modes
plastiques sont pre´-de´termine´s suivant l’intensite´ des niveaux de de´formation et de
leur triaxialite´.
Bilan et limitations : La me´thode NTFA exploite une de´composition des champs
microscopiques ine´lastiques sur un ensemble de modes empiriques non uniformes. Les
modes plastiques sont de´termine´s par des calculs pre´liminaires (par exemple avec
des e´le´ments finis) sur la microstructure selon des trajets de chargement a` la fois
en de´formation et en contrainte. Cela implique que l’utilisateur a une ide´e de la
triaxialite´ et de l’intensite´ du chargement puisque le re´sultat de´pend entie`rement de
la de´termination des modes plastiques.
1.1.4 Synthe`se
Les me´thodes d’homoge´ne´isation pre´sente´es dans cette section permettent de
remplacer le volume e´le´mentaire repre´sentatif de la microstructure par un milieu
homoge`ne e´quivalent ayant les meˆmes caracte´ristiques me´caniques et ge´ome´triques.
Ces me´thodes pre´disent assez bien le comportement line´aire e´lastique de la mi-
crostructure. Dans un cadre non-line´aire, les me´thodes de´veloppe´es s’appuient sur
une line´arisation du comportement afin d’appliquer les sche´mas classiques de l’ho-
moge´ne´isation line´aire. La notion de milieu he´te´roge`ne de comparaison line´aire est
introduite pour de´finir la formulation de line´arisation du comportement non-line´aire.
Bien que les diffe´rentes estimations et bornes analytiques du comportement effectif
Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015 17
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
1. Etat de l’art
soient tre`s nombreuses, les re´sultats sont soumis a` des hypothe`ses de calculs res-
trictives et ne sont pas suffisants pour mener le calcul d’une structure constitue´e
de mate´riaux non-line´aires, avec des he´te´roge´ne´ite´s complexes ou des chargements
arbitraires. C’est pourquoi graˆce a` la puissance des outils nume´rique actuels, les
me´thodes multi-e´chelles nume´riques ont e´te´ de´veloppe´es pour palier aux restrictions
inhe´rentes aux me´thodes analytiques d’homoge´ne´isation. Dans la section suivante,
1.2, diffe´rentes me´thodes multi-e´chelles nume´riques sont pre´sente´es dans un cadre
non-line´aire.
1.2 Me´thodes nume´riques multi-e´chelles
L’objectif de cette partie est de pre´senter diffe´rentes me´thodes multi-e´chelles
nume´riques permettant de re´aliser un changement d’e´chelle sans chercher a` identi-
fier le comportement non-line´aire effectif de la microstructure. La de´marche de ces
me´thodes est de mettre en place un proble`me macroscopique lie´ a` la structure et un
proble`me microscopique associe´ a` l’he´te´roge´ne´ite´. La principale difficulte´ re´side dans
la manie`re de se´parer les deux e´chelles pour mieux les coupler. Pour pre´senter ces
me´thodes, nous les avons classe´es en trois cate´gories suivant la manie`re dont sont
transfe´re´s les champs me´caniques entre les e´chelles. Les transferts sont re´pertorie´s
dans la Table 1.1 et les diffe´rentes cate´gories sont explicite´es ci-apre`s :
– Me´thodes hie´rarchiques : les me´thodes hie´rarchiques font passer l’infor-
mation du mode`le microscopique vers le mode`le macroscopique quand celui-ci
en a besoin. En effet, les re´ponses microscopiques - en terme de tenseur de
de´formations et de contraintes - sont pre´-calcule´es a` partir d’un choix de char-
gement. Les champs me´caniques de sortie homoge´ne´ise´s sont ainsi conserve´s
comme une base de donne´es pour alimenter le mode`le macroscopique. Ces
me´thodes ont e´te´ de´taille´es dans la section pre´ce´dente 1.1 dans un cadre
line´aire et non-line´aire.
– Me´thodes concurrentes : pour ces me´thodes, les mode`les macroscopiques
et microscopiques sont cette fois couple´s de manie`re forte, c’est-a`-dire que les
e´quations d’e´quilibre et de compatibilite´ sont impose´es a` l’interface des deux
mode`les ce qui implique une re´solution simultane´e des mode`les.
– Me´thodes semi-concurrentes : Les me´thodes semi-concurrentes se situent
entre ces deux classes de me´thodes. Le mode`le a` l’e´chelle microscopique est
calcule´ pour un incre´ment spe´cifique venant de l’e´chelle macroscopique. Les
informations homoge´ne´ise´es remontent vers l’e´chelle macroscopique ou` sont
impose´es les conditions d’e´quilibre. Les milieux macroscopiques et microsco-
pique e´changent de manie`re faible jusqu’a` obtention de la solution ade´quate.
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Me´thode multi-e´chelle Transfert d’information Condition d’interface
Hie´rarchique Ωmicro → Ωmacro
Semi-concurrente Ωmicro ↔ Ωmacro
Concurrente Ωmicro ⇔ Ωmacro E´quations d’e´quilibre
Table 1.1 – Relations entre les e´chelles pour les trois familles de me´thodes d’ho-
moge´ne´isation [BEL 08]
Ω Ω1 
Ω3 
Ω2 
Γ12 
Γ23 
Figure 1.6 – Sche´matisation de la de´composition de domaine d’une plaque troue´e
en traction.
1.2.1 Me´thodes concurrentes
1.2.1.1 De´composition de domaines
Les me´thodes de de´composition de domaines [FAR 91, LAD 99] permettent la
division d’un proble`me en sous-proble`mes pour introduire le calcul paralle`le entre ces
diffe´rents sous-domaines. Les diffe´rentes e´tapes de ces me´thodes se classent comme
suit :
– un de´coupeur de´compose le maillage en sous-domaines ou cre´e´ des sous-
domaines, comme illustre´ sur la figure 1.6.
– Les diffe´rents sous-mode`les sont re´solus en paralle`le avec des conditions aux
limites de´finies sur l’interface.
– Une ve´rification des conditions de continuite´ aux interfaces est impose´e (ap-
proche en de´placement, en effort ou mixte).
– Un algorithme ite´ratif pour re´soudre un proble`me grossier avec les interfaces
et propager les conditions de continuite´ aux sous-domaines.
Bilan et limitations : Cette me´thode permet de rendre un calcul avec un
tre`s grand nombre de liberte´s (il faut mailler toutes les he´te´roge´ne´ite´s) re´alisable
par paralle´lisation. En effet, chaque sous-domaine est re´solu se´pare´ment avant
une ve´rification partielle ou totale des conditions de continuite´ aux interfaces des
sous-domaines. Cette approche est multi-e´chelle au sens nume´rique mais ignore
comple`tement la microstructure du mate´riau he´te´roge`ne.
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Figure 1.7 – Repre´sentation des domaines des mode`les macroscopique ΩM et mi-
croscopique Ωm avec leur zone de recouvrement ΩMm.
1.2.1.2 Me´thode Arlequin
La me´thode Arlequin, introduite par Ben Dhia [DHI 98, DHI 05] permet de
superposer a` un proble`me macroscopique des re´gions d’inte´reˆt ayant une analyse
plus fine de la structure. De plus, cette approche permet de coupler des mode`les
diffe´rents comme par exemple des mode`les discrets ou continus. Le raccord des
diffe´rents proble`mes se fait de manie`re faible dans les zones de recouvrement ou
a` la jonction. Sur la Figure 1.7 un mode`le macroscopique est associe´ au domaine
ΩM et un mode`le microscopique est associe´ au domaine Ωm. La me´thode consiste
a` chercher un couple de champs de de´placements solutions u = (uM ,um) ou` la
solution grossie`re uM est de´finie sur le domaine grossier et ou` la solution um est
de´finie sur le domaine fin.
La compatibilite´ des champs solutions est impose´e de manie`re faible par des
multiplicateurs de Lagrange qui permet de garantir l’e´galite´ des champs uM et um
sur le domaine de recouvrement. De plus, une partition des e´nergies dans la zone de
recouvrement est introduite. L’inte´gration nume´rique du couplage dans le domaine
de recouvrement repre´sente des difficulte´s. Ne´anmoins cette me´thode a e´te´ applique´e
avec succe`s [DHI 10] a` des proble`mes de propagation de fissure.
Bilan et limitations : La me´thode Arlequin permet dans son approche originale
de coupler deux domaines (distincts ou non) issus de mode´lisations pouvant eˆtre tre`s
diffe´rentes. La difficulte´ de cette me´thode re´side dans le choix des multiplicateurs
de Lagrange recollant les domaines dans leur zone de jonction. Cette difficulte´ est
principalement nume´rique, la jonction n’ayant pas force´ment de sens physique.
1.2.2 Me´thodes semi-concurrentes
1.2.2.1 Multi-grilles
La me´thode multi-grille, [BRI 87], correspond a` une strate´gie de calcul ite´ratif
particulie`rement efficace, propose´e initialement pour la re´solution de proble`mes ellip-
tiques line´aires discre´tise´s sur des grilles re´gulie`res raffine´es. Cette approche s’appuie
sur les me´thodes ite´ratives de relaxation et part du constat que ces dernie`res captent
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rapidement les composantes hautes fre´quences de la solution et peinent a` obtenir les
autres.
L’ide´e consiste alors a` transporter le calcul sur une hie´rarchie de grilles plus grossie`res
que celle initiale, et a` y saisir rapidement, via les me´thodes de relaxation, toutes les
composantes fre´quentielles de la solution discre`te. Le transport d’une grille a` l’autre
se fait par des ope´rateurs de restriction et de prolongement.
Dans [FIS 95a, FIS 95b], Fish et Belsky ont applique´ cette me´thode pour e´tudier, sur
deux e´chelles, le comportement me´canique de pie`ces constitue´es de mate´riaux com-
posites pe´riodiques. Pour ces proble`mes, ils constatent que les ope´rateurs classiques
de prolongement/restriction donnent une mauvaise approximation des composantes
basses fre´quences de la solution, et qu’un calcul base´ sur un mate´riau homoge´ne´ise´
est plus adapte´.
Suivant cette remarque, ils proposent, pour ces ope´rateurs, une nouvelle expression
base´e sur la the´orie de l’homoge´ne´isation pe´riodique et choisie de sorte a` ce que le
proble`me sur la grille grossie`re soit pose´ avec un mate´riau homoge´ne´ise´. Pour ce
faire, ils de´finissent un ope´rateur de prolongement tel que :
uh = uH + εch : ΠH(LH : ε(uH)) (1.48)
Dans cette expression, uh et uH de´signent respectivement les champs de de´placement
sur les grilles fines et grossie`res, tandis que ch est une fonction pe´riodique discre´tise´e
sur la grille fine et calcule´e par les de´veloppements classiques de l’homoge´ne´isation
pe´riodique.
Bilan et limitations : Dans les approches multi-grilles, le passage par une grille
grossie`re permet d’approximer le re´sultat sur la grille fine. Ces me´thodes servent
en particulier a` acce´le´rer la convergence des me´thodes ite´ratives classiques. Mais
il est cependant difficile de donner un sens physique au proble`me grossier qui est
purement nume´rique.
1.2.2.2 Me´thode e´le´ments finis a` deux niveaux FE2
La me´thode FE2 [SMI 98, FEY 00, KOU 02, YVO 07] s’inspire directement
de la the´orie d’homoge´ne´isation pour suivre les meˆmes e´tapes (localisation, ho-
moge´ne´isation). Partant d’une discre´tisation e´le´ments finis de la structure sur la-
quelle se base le proble`me macroscopique, a` chaque point d’inte´gration de ce
maillage est associe´ un proble`me microscopique unique repre´sentant la microsc-
tructure e´le´mentaire du mate´riau. La re´solution peut eˆtre de´crite par deux niveaux
ne´cessaires a` l’inte´gration du comportement non-line´aire du proble`me macroscopique
au sein d’un algorithme ite´ratif de type Newton-Raphson par exemple. L’algorithme
est de´crit par la figure 1.8 et se de´compose comme suit :
– Etape globale : e´tape line´aire de la me´thode de Newton-Raphson du
proble`me macroscopique pour obtenir l’incre´ment de de´formation macrosco-
pique a` chaque point d’inte´gration.
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Figure 1.8 – Principe de la me´thode FE2 [FEY 00].
– Localisation : l’incre´ment de de´formation de chaque point d’inte´gration ap-
plique des conditions aux limites de Dirichlet au proble`me microscopique. Le
comportement du mate´riau est inte´gre´ a` cette e´chelle pour re´soudre chaque
proble`me microscopique.
– Homoge´ne´isation : La contrainte et le comportement tangent homoge´ne´ise´s
sont calcule´s pour chaque proble`me microscopique a` l’aide de la relation de
moyenne sur la cellule (1.7). Ces informations sont remonte´es a` chaque point
d’inte´gration du maillage macroscopique.
– Equilibre global : si les contraintes homoge´ne´ise´es satisfont a` l’e´quilibre du
milieu macroscopique, le calcul se poursuit avec un nouveau pas de chargement.
Sinon l’incre´ment de de´formation est actualise´ graˆce au comportement tangent
et un nouveau passage par l’e´chelle microscopique est re´alise´.
Notons que les calculs microscopiques mene´s sur chaque cellule e´tant comple`tement
inde´pendants, ils peuvent eˆtre aise´ment paralle´lise´s. On peut e´galement tenir compte
dans chaque VER d’une loi de comportement non-line´aire quelconque. Cela ne´cessite
cependant le stockage de toutes les variables d’histoire (variables internes...). Il est
aussi possible, sur le principe, d’ajouter un niveau supple´mentaire et de re´pe´ter le
processus pour chaque point d’inte´gration de chaque cellule microscopique donnant
ainsi lieu a une me´thode dite FE3.
Bilan et limitations : La me´thode suit les e´tapes des sche´mas d’homoge´ne´isation
classiques, il n’est cependant pas ne´cessaire de calculer le comportement effec-
tif du volume repre´sentatif. Les de´formations macroscopiques de chaque point du
maillage grossier sont descendues a` l’e´chelle fine ou` est connu le comportement
de l’he´te´roge´ne´ite´. Ensuite est remonte´e la quantite´ duale homoge´ne´ise´e a` l’e´chelle
grossie`re ou` est assure´ l’e´quilibre. Ainsi cette me´thode est assez performante dans
le cadre non-line´aire pour des petites de´formations et un changement d’e´chelle bien
de´fini. Il existe tout de meˆme des ame´liorations consistant a` prendre un milieu
ge´ne´ralise´ a` l’e´chelle macroscopique pour s’affranchir de cette difficulte´. L’avan-
tage de la me´thode est de proposer un changement d’e´chelle physique suivant les
techniques d’homoge´ne´isation en s’appuyant sur deux proble`mes e´le´ments finis a`
re´soudre bien de´finis. L’inconve´nient principal est le couˆt de calcul qui rend ces
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calculs extreˆmement lourds.
1.2.2.3 Me´thode de projection de Dirichlet
L’approche de la me´thode de projection de Dirichlet [ZOH 96, ODE 97] cherche
a` superposer a` la solution macroscopique un enrichissement microscopique dans les
zones d’inte´reˆt. Pour cela, la me´thode consiste a` re´soudre un proble`me homoge´ne´ise´,
macroscopique sur un maillage re´gulier dont un e´le´ment correspond a` une cellule
repre´sentative du mate´riau conside´re´. Un estimateur de sensibilite´ permet de loca-
liser les zones du maillage macroscopique ne´cessitant une re´-analyse. Une correc-
tion est alors de´termine´e dans ces zones en re´solvant sur les cellules concerne´es des
proble`mes locaux prenant en compte la microstructure pour des conditions aux li-
mites homoge`nes de type Dirichlet. Un estimateur d’erreur a posteriori permet alors
de de´terminer la qualite´ de la solution corrige´e. Plus pre´cise´ment, les principales
e´tapes de cette strate´gie sont les suivantes :
– Etape 1 : re´solution du proble`me macroscopique sur un maillage re´gulier de
domaine Ω. De plus, un ope´rateur de comportement homoge´ne´ise´ est de´termine´
par une me´thode d’homoge´ne´isation quelconque.
– Etape 2 : de´termination des cellules ωcorr qui ne´cessitent une correction mi-
croscopique a` l’aide d’un estimateur de sensibilite´ construit sur la solution
macroscopique.
– Etape 3 : re´solution du proble`me microscopique sur chaque cellule a` corriger
ou` la solution macroscopique uM est utilise´e comme condition limite de type
Dirichlet. Ces proble`mes peuvent bien sur eˆtre re´solus en paralle`le et la solution
totale s’e´crit par prolongement de chaque solution locale :
u = uM +
∑
E∈ωcorr
εE(uE), (1.49)
ou` εE est un ope´rateur de prolongement du champ microscopique uE de´fini
sur la cellule E.
– Etape 4 : e´tude de la solution ame´liore´e a` l’aide d’un crite`re d’erreur. Si ce
crite`re n’est pas satisfait, la premie`re ide´e est d’ame´liorer l’ope´rateur d’ho-
moge´ne´isation et de reprendre les e´tapes. Si le crite`re n’est toujours pas satis-
fait alors il faut utiliser un maillage plus grossier.
Bilan et limitations : Cette approche superpose a` la solution en de´placement
macroscopique un de´placement local seulement dans les zones ne´cessitant une cor-
rection. Si l’erreur persiste apre`s prise en compte des de´placements locaux, alors il
faut grossir le maillage ce qui constitue la force de l’approche. Cependant, la me´thode
d’homoge´ne´isation pour obtenir l’ope´rateur d’homoge´ne´isation doit eˆtre choisie en
ade´quation avec la microstructure et l’utilisateur est confronte´ a` la difficulte´ de
se´paration des e´chelles. De plus les proble`mes de bord lie´s a` la zone he´te´roge`ne
peuvent eˆtre complique´s a` ge´rer avec un seul ope´rateur d’homoge´ne´isation.
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1.3 Vers une obtention des champs de
de´placements en surface
Lors d’un essai sur une machine conventionnelle, de multiples moyens pour me-
surer les de´placements et de´formations existent. En voici quelques exemples :
– Les capteurs machine : les machines conventionnelles sont e´quipe´es de
capteurs pour commander l’asservissement du mouvement. Ce peut eˆtre par
exemple des roues codeuses ou des capteurs type LVDT (Linear Variable Dif-
ferential Transformer). Par contre, ces capteurs ne sont pas force´ment les plus
fiables. Rien n’assure que le de´placement vu par l’e´prouvette n’est pas modifie´
par la rigidite´ du syste`me, le jeu des liaisons ou le rendement de la chaˆıne de
transmission.
– Les extensome`tres : ces capteurs posse`dent deux bras mobiles dont la posi-
tion initiale est connue. Lors du de´placement de la matie`re, l’e´cartement des
deux bras permettent la mesure de l’e´longation a` l’inte´rieur. Cette e´longation
est donc calcule´e au plus proche de la matie`re mais l’adhe´sion de l’exten-
some`tre sur la matie`re est intrusive (pincement des lames des bras entraˆınant
une striction, modification de la rigidite´ avec un collage...). Pour reme´dier a` ces
inconve´nients, des extensome`tres optiques ou laser utilisent le meˆme principe
sans contact. Toutefois, l’information est moyenne sur tout le champ observe´
ce qui rend complique´ l’e´tude de phe´nome`nes locaux comme la striction ou des
bandes de cisaillement. Enfin, le choix de la zone d’e´tude est de´finie a priori
et l’e´ve´nement attendu peut se produire hors de la zone d’e´tude.
– Jauge de de´formation : une mesure plus locale peut eˆtre obtenue en plac¸ant
sur un point particulier une jauge de de´formation. Ce capteur est compose´ de
plusieurs fils me´talliques dont la re´sistance varie en fonction de l’e´longation. La
variation e´lectrique est convertie pour obtenir l’e´longation locale de la surface
sur laquelle est fixe´e la jauge. En utilisant plusieurs jauges, il est possible d’ob-
tenir la de´formation dans plusieurs directions pour obtenir le tenseur complet
des de´formations. Les jauges sont aussi un capteur intrusif puisqu’elles doivent
eˆtre colle´es sur la surface modifiant la rigidite´ locale du mate´riau et leur posi-
tion est aussi a` de´terminer a priori.
Ces types de capteurs n’assurent pas l’obtention des de´formations sur nombre
de points cle´s d’une structure he´te´roge`ne. Les mesures de champs cine´matiques
re´solvent ce proble`me. Elles permettent d’estimer les quantite´s cine´matiques sur la
totalite´ de la structure tout en de´livrant une information locale en chaque point de
la structure (a` l’incertitude pre`s). Une mesure globale repre´sentative du comporte-
ment moyen et une information locale sont donc obtenues de manie`re non intrusive.
Les me´thodes de mesure de champs se classent suivant deux cate´gories : les
me´thodes interfe´rome´triques et les autres. Dans les me´thodes interfe´rome´triques,
le de´placement de l’objet cre´e´ des franges sur la surface (avec un rayonnement laser
par exemple). Ces me´thodes permettent de relever des mouvements tre`s fins mais
est de´licate a` mettre en œuvre (position des miroirs). Il existe plusieurs me´thodes
24 Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Corre´lation d’images nume´rique
non interfe´rome´triques de mesure de champs parmi lesquelles :
– La me´thode des grilles : une grille est appose´e sur la surface ou` les champs
sont a` calculer.
– Le suivi de particules (PIV) : surtout utilise´e en me´canique des fluides,
cette me´thode consiste a` suivre le de´placement de particules inse´re´es dans un
fluide. Cette me´thode peut eˆtre utilise´e en me´canique des solides si le mate´riau
e´tudie´ contient de´ja` ces marqueurs ou si sa structure peut eˆtre modifie´e sans
incidence sur le comportement.
– La corre´lation d’images : la corre´lation d’images (DIC) compare deux
images d’une surface prises a` des instants diffe´rents. La premie`re sera lie´e
a` l’e´tat de re´fe´rence et la seconde a` l’e´tat de´forme´. Graˆce a` un mouchetis sur
la surface (naturel ou projete´ par exemple de la peinture sur un mate´riau
me´tallique), il est possible de retrouver par traitement nume´rique les champs
cine´matiques. Cette me´thode ne´cessite des moyens expe´rimentaux raisonnables
(une came´ra paralle`le a` la surface d’e´tude) pour obtenir des mesures de champs
avec une bonne re´solution.
1.4 Corre´lation d’images nume´rique
1.4.1 Principe de la conservation du flot optique
La corre´lation d’images est une me´thode qui mesure les variations globales et lo-
cales du champ de de´placement d’une structure. La me´thode s’appuie sur l’e´quation
du flot optique et permet de mesurer un de´placement a` partir de deux images prises
pour deux e´tats diffe´rents de sollicitation me´canique. Il est suppose´ que la texture
en surface de la structure est passive et ne change pas lors de l’essai et que les seules
diffe´rences entre les images ne proviennent que du champ de de´placement. La tex-
ture de la surface est suppose´e le plus ale´atoire possible soit naturellement soit par
l’application d’un mouchetis (projection de peinture en noir et blanc) repre´sente´ sur
la Figure 1.9.
Figure 1.9 – Repre´sentation des deux images de la corre´lation.
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(a) (b)
Figure 1.10 – Principe de la corre´lation d’images locale : (a) image de re´fe´rence
avec les imagettes, (b) image de´forme´e avec les imagettes de´forme´es.
1.4.2 Corre´lation d’images locale
1.4.2.1 Division de l’image en imagettes
Les premiers de´veloppements de la corre´lation d’images consistent a` diviser
l’image en imagettes pour identifier leur position dans l’image de´forme´e [SUT 83].
Chaque imagette est traite´e se´pare´ment une a` une par rapport a` l’image de re´fe´rence
pour obtenir le de´placement au centre de chaque imagette comme repre´sente´ sur la
Figure 1.10. Pour obtenir ce de´placement, un grand nombre de crite`res estimant
le score de corre´lation existent [GAR 01, SUT 09]. Deux familles de crite`res sont
pre´sente´es succinctement ci-apre`s.
1.4.2.2 Crite`re de corre´lation
Crite`re SSD et ZSSD : Ce crite`re (Sum of Square Difference) est base´ sur
la minimisation de la diffe´rence entre les motifs a` rapprocher. Cette diffe´rence est
quantifie´e sur les ixj zones conside´re´es par sc(x, y) :
sc(x, y) =
∑
i,j
[I1(x+ i , y + j)− I2(x+ i+ dx , y + j + dy)]2, (1.50)
ou` dx et dy repre´sentent les de´placements a` estimer et les Ik sont les intensite´s en
niveau de gris des images conside´re´es. Cependant si les intensite´s lumineuses sont
diffe´rentes entre les deux images, les re´sultats de corre´lation sont mauvais. On peut
alors normer l’intensite´ lumineuse des zones a` corre´ler, ce qui nous donne le crite`re
ZSSD (Zero-mean Sum of Square Difference).
CC et ZNCC : Une autre famille de crite`re (Cross Correlation) est base´e comme
son nom l’indique sur le produit scalaire entre les intensite´s des deux images a`
corre´ler :
sd(x, y) =
∑
i,j
[I1(x+ i, y + j).I2(x+ i+ dx, y + j + dy)] (1.51)
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Corre´lation d’images nume´rique
Nous pouvons rapprocher ce crite`re du crite`re SSD en de´veloppant celui-ci :
sc(x, y) =
∑
i,j
[I21 + I
2
2 − I1.I2] (1.52)
Puisque les termes
∑
i,j
I2 sont inde´pendants de dx et dy, pour ce crite`re nous viendrons
donc minimiser la valeur sd(x, y). Comme pre´ce´demment, de meilleurs re´sultats sont
obtenus en normant l’intensite´ lumineuse, le crite`re s’appelle alors ZNCC (Zero-mean
Normalized Cross Correlation).
1.4.2.3 Limites de la me´thode locale
Ce proce´de´ peut induire de fortes fluctuations d’une imagette a l’autre (provenant
du mouchetis ou d’une variation d’e´clairage par exemple). Aussi, la plupart des codes
de corre´lation d’images locales re´alisent ensuite un filtrage sur les de´placements
calcule´s. Celui-ci n’est pas toujours maˆıtrise´ par l’utilisateur et a rarement un sens
physique.
1.4.3 Me´thode globale
Apparue plus tard la me´thode globale de corre´lation s’appuie sur l’inte´gralite´ de
l’image pour de´terminer le champ de de´placement en s’appuyant sur un maillage et
des fonctions de forme [BES 06]. Pour commencer, notons les deux fonctions f(x)
et g(x) correspondant aux niveaux de gris de l’image de re´fe´rence f et de l’image
de´forme´e g a` la position x (ou` x repre´sente le vecteur (x,y)). La corre´lation d’images
a pour but de trouver le champ de de´placement u solution de l’e´quation du flot
optique [HOR 81] dans la zone d’inte´reˆt Ω :
f(x) = g(x+ u(x)). (1.53)
Cette e´quation correspond au principe de conservation de la luminance. Il est a` noter
que si les deux images ne proviennent pas de la meˆme came´ra, leur niveau de gris
doit eˆtre normalise´ pour obtenir une dynamique d’image identique.
La re´solution de l’e´quation (1.53) e´tant un proble`me inverse, l’objectif est simple-
ment d’obtenir la meilleure approximation possible v du champ de de´placement u
a` l’inte´rieur d’un domaine Ω. Pour cela, la me´thode des moindres carre´s est utilise´e
pour re´soudre ce proble`me ce qui revient a` minimiser le re´sidu suivant :
v(x) = ArgMin(φ2) (1.54)
φ2(v(x)) =
∫
Ω
[f(x)− g(x+ v(x))]2dΩ. (1.55)
L’e´quation (1.55) est un proble`me mal pose´, c’est-a`-dire qu’il ne respecte pas la
de´finition d’un proble`me de Hadamard, en particulier le fait que la solution est
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(a) (b)
Figure 1.11 – Principe de la corre´lation d’image globale : (a) image de re´fe´rence
avec un maillage e´le´ment fini, (b) image de´forme´e avec le maillage de´forme´.
unique. En effet, la corre´lation d’images se base sur la comparaison d’un mouche-
tis plus ou moins ale´atoire. Ainsi le re´sidu φ2 peut avoir une solution e´loigne´e du
de´placement re´el mais qui minimise tout de meˆme ce re´sidu. Pour re´gulariser ce
proble`me, le champ de de´placement v est de´compose´ sur une base de fonctions a`
l’inte´rieur de la re´gion Ω, comme le montre la Figure 1.11. Le champ v se de´compose
comme suit :
v(x) =
∑
i∈N
viNi(x), (1.56)
ou` les vi sont les degre´s de liberte´s associe´s aux fonctions de forme Ni. Un
de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1 de la fonction g est re´alise´ :
g(x+ v(x)) = g(x) + v(x).∇g(x), (1.57)
de telle sorte que l’e´quation (1.55) devienne :
φ2(v) =
∫
Ω
[f(x)− g(x)− v(x)∇g(x)]2dΩ. (1.58)
En injectant l’expression du champ de de´placement provenant de l’e´quation (1.56),
l’e´quation (1.58) devient :
φ2(v) =
∫
Ω
[(
f(x)− g(x)
)2
− 2
(
f(x)− g(x)
)(∑
i
viNi.∇g(x)
)
+
(∑
i
viNi.∇g(x)
)2]
dΩ.
(1.59)
Finalement en e´crivant les termes sous forme vectorielle et matricielle, l’e´quation
(1.59) se lit :
φ2(v) = K + V TMV − 2V TB, (1.60)
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avec :
K =
∫
Ω
[f(x)− g(x)]2dΩ, (1.61)
M =
∫
Ω
(N∇g(x))T (N∇g(x))dΩ, (1.62)
B =
∫
Ω
N∇g(x).(f(x)− g(x))dΩ. (1.63)
M est une matrice carre´e,B et V des vecteurs colonne et K un scalaire ne de´pendant
pas du de´placement. Pour trouver le de´placement v(x), il faut minimiser le re´sidu φ2,
c’est a` dire annuler sa de´rive´e par rapport a` v, soit :
∂φ2
∂v
(v) = 0, (1.64)
ie
MV −B = 0 ie V = M−1B. (1.65)
1.4.3.1 Re´solution
Ensuite, il suffit de re´soudre de manie`re ite´rative le syste`me pour estimer les
coefficients de V et les injecter dans l’e´quation (1.56) pour obtenir les champs de
de´placements. Pour cela, il est pre´fe´rable d’avoir une solution initiale Uini assez
proche de la solution recherche´e pour e´viter les minimums locaux. De plus, la ma-
trice M de´pend de l’image de´forme´e ce qui oblige a` la recalculer pour chaque image.
Pour acce´le´rer les calculs, l’approximation utilise´e est que le gradient de l’image
de´forme´e et de l’image de re´fe´rence sont proches lorsque v tend vers la solution. Les
e´quations (1.62) et (1.63) deviennent :
M =
∫
Ω
(N∇f(x))T (N∇f(x))dΩ, (1.66)
B =
∫
Ω
N∇f(x).(f(x)− g(x))dΩ. (1.67)
La matrice M est ainsi calcule´e une premie`re -et unique- fois en fonction du niveau
de gris de l’image de re´fe´rence. Lors de la re´solution du proble`me, seul le vecteur B
est ite´re´ de la fac¸on suivante :
B1 = B(Uini)→ dV1 = M−1B1
B2 = B(Uini + dV1)→ dV2 = M−1B2
et ainsi de suite jusqu’a` la dernie`re ite´ration
(1.68)
La solution est obtenue une fois que l’incre´ment de de´placement dV tend vers 0.
Celle-ci est donc e´gale a` :
V = (Uini +
∑
n
dVn). (1.69)
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La corre´lation d’images est pratiquement toujours base´e sur plus de deux images, il
existe alors deux manie`res de mener le calcul sur une suite d’images. La premie`re
estime le de´placement entre l’image de re´fe´rence et celle prise a` l’instant t. Elle se
cantonne ge´ne´ralement aux petits de´placements. Pour la seconde, correspondant a` de
grands de´placements, la corre´lation d’images s’effectue entre l’image a` l’instant t− 1
et celle a` l’instant t, le champ de de´placement total e´tant la somme des champs
partiels. Devant les forts de´placements pre´sents d’une image a` l’autre c’est cette
seconde technique qui est utilise´e meˆme si elle a tendance a` cumuler les incertitudes
au fil du temps.
1.4.3.2 Erreur de corre´lation
La me´thode repose sur l’hypothe`se de conservation de la luminance. Cette hy-
pothe`se est raisonnable mais lors de la mise en œuvre d’un essai, il faut s’assurer
de la bonne tenue de certains e´le´ments : pas de modification de l’e´clairage (surtout
dans le cas d’une lumie`re naturelle facilement variable), des mouvements hors-plan
de l’e´prouvette, un e´caillage de la surface ou de la peinture, une de´focalisation de
l’ensemble optique. Lors du calcul, certains codes de corre´lation permettent d’ajuster
les niveaux de gris entre les images pour avoir la meˆme dynamique.
Pour juger du re´sultat de la corre´lation d’images, il est ne´cessaire de se fier a`
l’erreur de corre´lation. L’erreur de la corre´lation d’images est obtenue en soustrayant
les niveaux de gris des images ou` l’image de´forme´e contient le de´placement calcule´ v :
b(x) = f(x)− g(x+ v(x)). (1.70)
L’erreur est donc un champ de meˆme taille que la zone d’inte´reˆt en pixel et s’exprime
en niveau de gris. Si la corre´lation d’images est parfaite, alors l’erreur devrait eˆtre
uniforme´ment nulle [RE´T 10a]. L’analyse de l’erreur peut aiguiller sur les causes
d’une mauvaise corre´lation. En effet, dans le cas d’un mouvement hors-plan, les
pixels incrimine´s deviennent plus flous et l’erreur de corre´lation sera plus impor-
tante dans cette zone. De meˆme dans le cas d’une ouverture a` l’inte´rieur de la zone
d’inte´reˆt, le champ de de´placement e´tant continu, la fissure ne peut eˆtre capte´e.
Elle apparaˆıt ainsi nettement sur l’erreur de corre´lation comme le montre les Fi-
gures 1.12(a) et 1.12(b).
1.4.3.3 Choix de l’espace des fonctions de forme
Le choix de la de´composition du champ de de´placement dans l’e´quation (1.56)
est crucial pour le calcul de la corre´lation d’images. Plusieurs bases de fonctions de
forme ont e´te´ e´tudie´es dans la litte´rature :
– Finite element DIC (FE-DIC) : les fonctions de forme e´le´ments finis
sont a` la base de la corre´lation d’images globale [BES 06, SUN 05] appele´e
FE-DIC. En plus d’obtenir un champ de de´placement plus pre´cis que les
me´thodes de corre´lation locale, l’apport se fait pour les me´thodes d’identifica-
tion de parame`tres mate´riaux. En effet, avec un maillage pour la corre´lation
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(a) (b) (c)
Figure 1.12 – (a) Re´gion d’inte´reˆt d’une e´prouvette CCT soumise a` de la traction.
(b) Carte d’erreur de la corre´lation d’images re´alise´e avec des e´le´ments Q4. (c) Carte
des de´placements normaux de la corre´lation d’images avec discontinuite´ [RE´T 08].
d’images et la simulation nume´rique, les parame`tres mate´riaux peuvent eˆtre
calcule´s [AVR 08, RE´T 13, HIL 06, LEC 09].
– Integrated-DIC (I-DIC) : l’approche inte´gre´e I-DIC prend en compte a
priori la cine´matique de de´formation de la structure. Les quantite´s recherche´es
sont ainsi prises en compte dans les degre´s de liberte´ de la mesure. Ainsi de
nombreuses bases de fonctions ont e´te´ propose´es : une cine´matique de poutre
en flexion avec une courbure line´aire [HIL 09] ou de´compose´e sur des fonc-
tions NURBS [RE´T 10b]. Une de´composition du champ de de´placement sur
les se´ries de Williams a aussi e´te´ re´alise´e pour calculer les facteurs d’intensite´
des contraintes [ROU 06].
– Extended DIC (X-DIC) : dans le cas de fissurations, une fissure est de´tecte´e
a posteriori et la continuite´ du champ de de´placement peut eˆtre leve´e locale-
ment en enrichissant a` la manie`re de la me´thode X-FEM comme le montre le
re´sultat de la corre´lation d’images avec une discontinuite´ sur la Figure 1.12(c).
La X-DIC a e´te´ applique´e a` la fissuration [RE´T 08] ou a` la de´tection de bande
de cisaillement [RE´T 07] et est de´veloppe´e plus longuement en Annexe D.
Dans notre travail, nous utiliserons une corre´lation d’images base´e sur les e´le´ments fi-
nis. En effet, ce choix nous permettra de construire une corre´lation d’images a` chaque
e´chelle du mate´riau, la premie`re avec un maillage grossier ne tenant pas compte de la
microstructure du mate´riau he´te´roge`ne. Et la seconde corre´lation d’images est mene´e
avec un maillage fin repre´sentant chaque he´te´roge´ne´ite´ pour obtenir un champ de
de´placement microscopique sur toute la structure graˆce a` une came´ra a` tre`s haute
re´solution.
1.5 Synthe`se
Il a e´te´ montre´ par diffe´rents auteurs que le choix des conditions aux limites au
cours de la re´solution du proble`me microscopique peut avoir une grande importance.
En effet, si la taille du volume e´le´mentaire repre´sentatif n’est pas tre`s grande devant
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la taille des he´te´roge´ne´ite´s alors le comportement effectif calcule´ sera d’autant plus
une approximation du comportement effectif re´el. L’e´tude par corre´lation d’images
avec une came´ra a` tre`s haute re´solution nous permettra d’aborder ce proble`me
en calculant les champs de de´placements aux e´chelles de l’he´te´roge´ne´ite´ et de la
structure d’un mate´riau architecture´.
Choix de la me´thode FE2 : Parmi les me´thodes multi-e´chelles, la me´thode FE2
utilise deux proble`mes e´le´ments finis distincts. Le couplage entre les e´chelles se fait
de manie`re physique en suivant les e´tapes de l’homoge´ne´isation classique. Chaque
proble`me microscopique lie´ a` un point macroscopique pourra s’appuyer sur la
de´finition d’une cellule e´le´mentaire. En assemblant tous ces proble`mes e´le´ments finis,
un maillage entier de la structure est obtenu pouvant servir de base a` la corre´lation
d’images. Ainsi graˆce a` cette corre´lation d’images a` l’e´chelle microscopique pourront
eˆtre ve´rifie´es les conditions aux limites utilise´es lors de l’e´tape de localisation dans
le sche´ma d’homoge´ne´isation.
Dans leur premie`re approche, les conditions aux limites des me´thodes FE2 sont
base´es sur les conditions aux limites pe´riodiques classiques. Si le comportement de
la cellule unitaire n’est pas pe´riodique alors le calcul a` l’e´chelle de la structure aura
du mal a` converger.
Ame´liorations de la me´thode classique : Cette technique pre´sente donc les
meˆmes limitations que la the´orie de l’homoge´ne´isation classique : elle reste pertinente
lorsque les deux e´chelles sont bien se´pare´es. Les conditions aux limites des proble`mes
microscopiques reposant sur la pe´riodicite´ sont proble´matiques pour les cellules qui
se situent dans la zone de transition avec le mate´riau homoge`ne. De plus, de fortes
non-line´arite´s ge´ome´triques ou mate´rielles peuvent provoquer une perte de l’unicite´
de la solution quand le comportement du mate´riau est adoucissant par exemple.
Pour e´tendre l’application de ces me´thodes en dehors de l’e´lasticite´ et des pe-
tites de´formations, on utilise ge´ne´ralement un milieu ge´ne´ralise´ a` l’e´chelle macrosco-
pique sans changer le mode`le microscopique. Diffe´rents types de milieux ge´ne´ralise´s
ont e´te´ imple´mente´s comme les milieux de Cosserat [FEY 03, FOR 98, JA¨N 10] ou
des milieux du second ordre [KOU 04, KAC 08]. Leur cine´matique enrichie permet
de mieux rendre compte des forts gradients a` l’e´chelle macroscopique et des effets
de bord de la zone de transition. De meˆme, un de´couplage des e´chelles n’est plus
ne´cessaire.
Cependant, cette approche ne peut capter une bande de localisation qui apparaˆıt
a` l’e´chelle microscopique et qui se propage en fissure menant a` la rupture. Le moment
ou` la localisation apparaˆıt est estime´ dans certains travaux, soit a` partir d’une perte
d’unicite´ de la solution du proble`me microscopique [BEL 10] soit a` partir de calculs
sur la de´formation microscopique comme la transformation de Hough [COE 12]. Une
discontinuite´ a` l’e´chelle macroscopique est alors inse´re´e et le saut de de´placement
est donc calcule´ a` partir de l’e´chelle microscopique.
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Figure 1.13 – Principe de la me´thode FE2 [KOU 04].
Imple´mentation d’un milieu du second ordre : Dans la suite de ce tra-
vail, nous nous limiterons a` l’analyse de la de´formation de la structure macrosco-
pique avant l’apparition d’une fissure en grandes de´formations. Nous utilisons donc
une me´thode FE2 avec un milieu macroscopique du second-ordre. La me´thode est
repre´sente´e sur la Figure 1.13. Le de´placement microscopique um est donc de´fini
par le tenseur des de´formations FM et son gradient GM = ∇FM :
um(X) = FM .X +
1
2
X.GM .X + o(X2), (1.71)
ou`X est la position d’un point du milieu microscopique. Les tenseurs de de´formation
macroscopiques sont introduits dans le plan par :{
FM = ∇OMX = Xj,ieiej
GM = ∇OMFM = Fjk,ieiejek
(1.72)
ou` les ei sont les vecteurs unitaires du plan et les indices (i, j, k) prennent donc la
valeur de un ou deux. Ensuite, l’ide´e est de condenser les termes d’ordre supe´rieurs a`
deux dans un champ microscopique inconnu note´w comprenant les effets de l’e´chelle
microscopique. Le champ de de´placement microscopique s’e´crit donc :
um = FM .X +
1
2
XGMX +w. (1.73)
Le calcul des conditions aux limites pe´riodiques pour un milieu d’ordre deux
est de´taille´ dans l’annexe A. Les conditions aux limites pe´riodiques sont dites
ge´ne´ralise´es car la pe´riodicite´ entre les lignes homologues du contour est perdue.
Chaque point du contour reste lie´ a` son point homologue mais n’est plus lie´ a` la
ligne comple`te a` laquelle il appartient. De plus, le lemme de Hill est ge´ne´ralise´ et
s’e´crit maintenant :
< σ : ε >= PM : FM +KM
...GM , (1.74)
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ou` PM et KM sont respectivement les tenseurs de contraintes duales des tenseurs
de de´formations FM et GM et
... est le produit tensoriel entre deux tenseurs d’ordre
supe´rieur.
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Chapitre 2
Partie expe´rimentale
La premie`re partie de ce chapitre de´taille le choix des
e´prouvettes a` l’aide de simulations nume´riques dites plein
champ (le maillage rend compte de toutes les
he´te´roge´ne´ite´s). Une analyse des cine´matiques de
de´formation a` l’e´chelle macroscopique et microscopique
est mene´e pour de´terminer la forme de la zone
architecture´e. La seconde partie pre´sente le plan
d’expe´rience et le mate´riel utilise´. Les re´sultats de la
corre´lation d’images aux e´chelles macroscopique et
microscopique sont ensuite e´tudie´s. La grande plage de
plasticite´ du mate´riau ne´cessite une ame´lioration de la
corre´lation d’images pour les grandes de´formations.
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Introduction
2.1 Introduction
Les me´thodes multi-e´chelles ont e´te´ de´veloppe´es pour re´soudre les proble`mes de
structures contenant des mate´riaux he´te´roge`nes avec un temps de calcul raisonnable.
Pour valider ces me´thodes, elles sont en ge´ne´ral compare´es au re´sultat d’une simu-
lation nume´rique plein champ. Expe´rimentalement, seule la re´ponse globale de la
structure est obtenue et des e´tudes post-mortem peuvent eˆtre re´alise´es pour obte-
nir des de´tails a` l’e´chelle microscopique. L’utilisation des came´ras a` haute re´solution
peut devenir un outil pour caracte´riser les changements d’e´chelles dans les mate´riaux
he´te´roge`nes. La corre´lation d’images, de´veloppe´e dans la Section 1.4.3 permet d’ob-
tenir les champs de de´placements a` l’e´chelle macroscopique et a` la fois a` l’e´chelle
microscopique d’un mate´riau dont la microstructure a une dimension faible devant
la structure macroscopique. Meˆme si une se´paration des e´chelles tre`s importante
(pour tenir compte des changements d’e´chelle entre microstructure, RVE et struc-
ture de´crits dans la Section 1.1.1) est encore inconcevable pour les re´solutions des
came´ras existantes, ce proce´de´ va nous permettre d’e´tudier les cine´matiques d’un
mate´riau he´te´roge`ne aux deux e´chelles.
La structure macroscopique choisie est une plaque, en acier inoxydable de
type 304L dont le comportement a e´te´ identifie´ jusqu’a` rupture [RE´T 13]. L’e´paisseur
de la plaque est assez fine (1 mm) pour avoir une faible striction hors-plan. Pour
cre´er un mate´riau architecture´, nous perc¸ons cette plaque avec un re´seau de trous
dont le diame`tre est faible devant les dimensions du plan moyen de la plaque. La
distribution du re´seau de trous est explicite´e dans la Section 2.2.1.
La Section 2.2 pre´sente le pre´-dimensionnement des structures architecture´es.
Ce pre´-dimensionnement est re´alise´ par des simulations nume´riques avec un
maillage de´taillant la microstructure (simulation dite full field). Une analyse
des cine´matiques de de´formation de l’e´chelle macroscopique et microscopique est
mene´e pour de´terminer quelles ge´ome´tries de la zone architecture´e seront teste´es
expe´rimentalement. Sur ces plaques, les re´sultats de la corre´lation d’images sont
pre´sente´s dans la Section 2.3. Le mate´riel et le montage sont aussi de´taille´s.
2.2 Pre´-dimensionnement
2.2.1 Ge´ome´trie de la zone architecture´e
La ge´ome´trie de la zone architecture´e de la plaque est choisie circulaire afin
d’e´viter des concentrations de contraintes sur les bords qui impliquent des zones
de localisation des de´formations non voulues. A l’inte´rieur de la zone architecture´e,
nous ge´ne´rons un re´seau de trou pour cre´er la microstructure. Pour cela, nous par-
tons du centre de la zone architecture´e (au centre du cercle) et choisissons deux
directions de ge´ne´ration perpendiculaires : l’axe horizontal et l’axe vertical. Chaque
ligne de ge´ne´ration passant par le centre est compose´e de 49 trous pour obtenir un
changement d’e´chelle suffisant entre la microstructure et la structure macroscopique.
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2. Partie expe´rimentale
(a)
θ 
(b)
Figure 2.1 – Figure (a) : repre´sentation de la zone architecture´e a` 0 degre´ avec une
ge´ome´trie en cercle ; (b) repre´sentation d’une zone architecture´e elliptique, avec un
grand axe et un petit axe de longueur A et B, incline´e d’un angle θ.
Le re´seau de trous est un re´seau carre´. Le diame`tre du trou et la distance inter-trous
sont fixe´s a` 0.5 mm. Dans le reste de la zone architecture´e, un trou est ge´ne´re´ si la
position de son centre est a` l’inte´rieur du cercle de diame`tre 49 mm. La ge´ome´trie
de la zone architecture´e en cercle et les dimensions caracte´ristiques sont repre´sente´es
sur la Figure 2.1(a).
Plusieurs lignes, horizontales ou verticales, ont dans leur longueur un nombre de
trous e´gal. Comme la direction de chargement est verticale, deux trous sont ajoute´s
sur la ligne horizontale centrale pour localiser les de´formations et rompre la structure
architecture´e sur cette ligne de trous. L’e´paisseur de la plaque est e´gale a` 1 mm. Les
dimensions de la zone architecture´e ont e´te´ choisies pour re´pondre aux exigences de
la came´ra en terme de re´solution et de taille de pixels. La cellule unitaire est donc
un carre´ avec un trou en son centre dans le plan, ou un cube avec un trou dans
l’e´paisseur de la plaque en trois dimensions.
Deux parame`tres sont de´finis afin de faire e´voluer la ge´ome´trie de la structure
architecture´e en conservant la ge´ome´trie de la cellule unitaire identique. Le premier
parame`tre est un angle d’inclinaison de la structure architecture´e. En inclinant la
structure dans le plan et en gardant la direction de chargement fixe, nous souhaitons
soumettre la microstructure a` des sollicitations diffe´rentes. Le second parame`tre est
le rapport d’ellipse (e´gal a` un dans le cas d’une ge´ome´trie circulaire) afin d’e´tudier
l’influence du nombre de cellules unitaires dans la structure. Le rapport de l’el-
lipse (R = A
B
) est e´gal au rapport entre la longueur du grand axe (A) et la longueur
du petit axe de l’ellipse (B). En effet, le nombre de cellules unitaires est e´gal a` 1862
pour le cercle, respectivement 1262, 948 ou 642 pour une ellipse de rapport R e´gal
a` 2, 3 ou 4. Le nombre de cellules dans l’axe horizontal est conserve´, seul l’axe
vertical voit son nombre de cellules diminue´ par le rapport d’ellipse. La zone archi-
tecture´e incline´e d’un angle θ en forme d’ellipse (de rapport R) est repre´sente´e sur
la Figure 2.1(b).
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Pre´-dimensionnement
Angle (o) / Rapport 1 2 3 4
0 X
30 X X X X
45 X X X X
Table 2.1 – De´tail des deux parame`tres fixe´s pour l’e´tude de diffe´rentes ge´ome´tries
de la zone architecture´e.
Pour analyser l’influence des ces deux parame`tres, nous de´cidons de tester plu-
sieurs ge´ome´tries de la structure architecture´e. Ces ge´ome´tries sont re´pertorie´es dans
la Table 2.1.
2.2.2 Choix du mate´riau
Le mate´riau homoge`ne a` partir duquel est construit le mate´riau he´te´roge`ne est
un acier inoxydable de type 304L. Cet acier a une relation de comportement e´lasto-
plastique connue avec une grande plage de de´formation plastique et pas d’endomma-
gement. Le comportement a e´te´ identifie´ sur des barreaux avec un trou central par
des essais de corre´lation d’images et ste´re´o-corre´lation [RE´T 13]. L’identification
a e´te´ mene´e avec des simulations en trois-dimensions ou` la me´thode d’identifica-
tion des parame`tres base´e sur la FEMU [KAV 71] (me´thode de recalage de mode`les
e´le´ments finis) a e´te´ utilise´e. La me´thode consiste a` recaler de fac¸on ite´rative les pro-
prie´te´s mate´riaux du mode`le e´le´ments finis a` partir d’une comparaison entre champs
cine´matiques calcule´s et champs mesure´s, ici par corre´lation d’images.
Pour l’acier inoxydable 304L utilise´, le comportement mate´riau calcule´ est com-
pose´ du re´gime e´lastique line´aire avec un module de Young, e´gal a` 168 GPa, et un
coefficient de Poisson, e´gal a` 0.25. Pour le re´gime plastique, un e´crouissage isotrope
non-line´aire est conside´re´. L’e´volution du seuil de plasticite´ (σY ) en fonction de la
de´formation plastique est parame´tre´e comme suit :
σY (εp) = Hεp + SY (1 +
εp
ε0
)δ, (2.1)
H e´tant un coefficient d’e´crouissage line´aire, SY la contrainte limite d’e´lasticite´, ε0 un
facteur d’e´chelle pour la de´formation plastique cumule´e et δ l’exposant d’e´crouissage
qui sont respectivement fixe´s a` 1480 MPa, 284 MPa, 10−5 et 0.042.
2.2.3 E´tude de la zone architecture´e
Le maillage des diffe´rentes ge´ome´tries a e´te´ re´alise´ avec le logiciel de maillage
gmsh [GEU 09]. Le maillage est compose´ de triangles a` un point de Gauss avec
12 nœuds autour de chaque trou de la zone architecture´e. Le maillage est ensuite
exporte´ et les simulations nume´riques sont mene´es avec le logiciel de calcul e´le´ments
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2. Partie expe´rimentale
finis Abaqus. Le maillage contient un tre`s grand nombre de degre´s de liberte´ en
deux dimensions (224758 degre´s de liberte´ dans le cas du cercle). Cela fait que nous
utilisons l’hypothe`se des contraintes planes afin d’obtenir une simulation en deux
dimensions avec un temps de calcul raisonnable. Le chargement impose´ est de la
traction uniaxiale dans la direction verticale.
Une e´tude discriminante sur les parame`tres de´finissant la ge´ome´trie de la zone
architecture´e est mene´e. Dans la Section 2.2.3.1, le taux de triaxialite´ des contraintes
est analyse´. Le but de tester diffe´rentes ge´ome´tries est d’obtenir un taux de triaxialite´
le plus he´te´roge`ne possible afin que toutes les sollicitations soient pre´sentes dans la
structure. La cine´matique de de´formation de la ge´ome´trie macroscopique est ensuite
e´tudie´e dans la Section 2.2.3.2. Enfin, l’ovalisation des trous du re´seau architecture´
est caracte´rise´e dans la Section 2.2.3.3. Une e´tude statistique est mene´e sur ces
parame`tres.
2.2.3.1 Taux de triaxialite´
Le taux de triaxialite´ est le rapport entre la pression hydrostatique (Phydro) et
la contrainte e´quivalente de von Mises (les contraintes hors-plan σ13, σ23 et σ33 sont
nulles) :
triax =
Phydro
σVM
=
σ11 + σ22
3
√
σ211 + σ
2
22 − σ11σ22 + 3σ212
(2.2)
L’e´volution de la moyenne et de l’e´cart-type du taux de triaxialite´ dans les
e´le´ments en fonction de la de´formation moyenne des plaques est donne´e sur la Fi-
gure 2.2. La de´formation moyenne (Uy
Ly
) correspond a` la de´formation dans la direction
longitudinale de la plaque ou` Ly est la longueur verticale initiale de la plaque et Uy
est l’allongement vertical. La courbe magenta repre´sente la ge´ome´trie en cercle de
la zone architecture´e non incline´e. Les quatre courbes bleues correspondent aux
quatre plaques avec une ge´ome´trie incline´e de 30 degre´s par rapport a` la direction
horizontale. Chaque courbe est identifie´e pour chaque rapport de l’ellipse macrosco-
pique avec un symbole diffe´rent. Enfin, les quatre courbes rouges correspondent aux
ge´ome´tries incline´es de 45 degre´s ou` les meˆmes symboles identifient chaque rapport
de l’ellipse. Ces choix de couleur seront les meˆmes dans les figures suivantes.
Le chargement en traction fait que la moyenne du taux de triaxialite´ est positive
quelque soit la ge´ome´trie initiale. La ge´ome´trie en cercle non incline´e (courbe ma-
genta) a la plus faible moyenne (de 0.75 a` 0.4). Toutes les autres ge´ome´tries ont une
moyenne similaire (entre 0.8 et 0.9). En revanche, l’e´cart-type est plus important (de
0.6 a` 1) pour la ge´ome´trie en cercle non-incline´e, ce qui montre que les e´le´ments sont
soumis a` des sollicitations tre`s diffe´rentes dans la zone architecture´e. Pour toutes les
ge´ome´tries incline´es, l’e´cart-type est assez similaire (entre 0.4 et 0.6) a` l’exception
des deux ge´ome´tries en cercle incline´es ou` celui-ci est plus important (entre 0.6 et
0.8). Le taux de triaxialite´ varie peu lorsque la de´formation macroscopique augmente
quelque soit la ge´ome´trie initiale. Ce n’est donc pas un crite`re discriminant.
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Pre´-dimensionnement
(a)
(b)
Figure 2.2 – E´volution de la moyenne (a) et de l’e´cart-type (b) du taux de triaxialite´
en fonction de la de´formation moyenne
(
Uy
Ly
)
de la plaque. Chaque courbe correspond
a` une ge´ome´trie de la zone architecture´e diffe´rente ou` R est le rapport de l’ellipse et
l’angle l’inclinaison de l’ellipse.
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2. Partie expe´rimentale
A
B
α
Figure 2.3 – Repre´sentation des parame`tres de l’ellipse : longueur du grand axe
(parame`tre A), longueur du petit axe (parame`tre B) et e´crasement (parame`tre α).
2.2.3.2 E´volution de la zone architecture´e a` l’e´chelle macroscopique
Dans cette partie, nous e´tudions l’effet de la traction sur la ge´ome´trie de la zone
architecture´e. Pour cela, nous suivons la position des trous les plus excentre´s des
droites de ge´ne´ration de la ge´ome´trie de la zone architecture´e. Ces trous donnent
la longueur du grand axe et du petit axe ainsi que leur inclinaison au cours de la
de´formation. A partir de l’inclinaison des axes, nous e´tudions l’e´volution de l’angle
α entre les axes de l’ellipse avec l’intensite´ du chargement. Ces parame`tres sont
repre´sente´s sur la Figure 2.3.
L’e´volution du rapport (R = A
B
) et de l’e´crasement α de l’ellipse macroscopique
en fonction de la de´formation moyenne des plaques est donne´e sur la Figure 2.4.
La ge´ome´trie en cercle non incline´e (courbe magenta) se comporte comme attendu :
l’axe vertical s’allonge sous l’effet de la traction alors que l’axe horizontal re´tre´cit
(effet Poisson). Le cercle est donc e´tire´ dans la direction verticale et se transforme
en une ellipse (Figure 2.4(a)).
Quand le re´seau de trous s’incline (cas a` 30 et 45 degre´s), le rapport de l’ellipse
e´volue comple`tement diffe´remment. A 30 degre´s, le grand axe s’allonge grandement
alors que le petit axe e´volue tre`s peu quelque soit la ge´ome´trie initiale. A 45 degre´s, le
phe´nome`ne est inverse´, le grand axe s’allonge tre`s peu alors que le petit axe s’agrandit
e´norme´ment sauf dans le cas ou` la ge´ome´trie initiale est circulaire. En effet, dans
le cas du cercle, la re´partition de la zone architecture´e est syme´trique par rapport
au chargement. Cela fait que les deux axes se de´forment de manie`re identique et le
rapport des longueurs n’e´volue donc pas alors que quand la ge´ome´trie initiale est
une ellipse, le petit axe va plus se de´former sous l’effet de la dissyme´trie du re´seau
de trous par rapport au chargement entraˆınant la diminution du rapport d’ellipse.
Regardons maintenant l’e´volution de l’e´crasement de l’ellipse (parame`tre α)
trace´e sur la Figure 2.4(b). A 0 degre´, la direction de chargement est coline´aire avec
l’une des deux directions de ge´ne´ration du re´seau de trous ce qui fait que l’angle
entre les axes du cercle n’e´volue pas avec le chargement.
Quand le re´seau de trous s’incline (cas a` 30 et 45 degre´s), les axes de l’ellipse se
rapprochent de la direction de chargement verticale. La conse´quence est que l’ellipse
s’e´crase sur elle-meˆme. L’angle entre les axes de l’ellipse, initialement e´gal a` 90
degre´s, diminue fortement quelque soit la forme de la ge´ome´trie initiale (cercle ou
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Pre´-dimensionnement
(a)
(b)
Figure 2.4 – E´volution du rapport (a) et de l’e´crasement (b) de l’ellipse macrosco-
pique formant la zone architecture´e en fonction de la de´formation moyenne
(
Uy
Ly
)
de
la plaque.
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2. Partie expe´rimentale
(a) (b)
Figure 2.5 – E´volution de l’inclinaison du grand axe (a) et du petit axe (b) par
rapport a` leur position initiale de l’ellipse macroscopique. Cette e´volution est trace´e
en fonction de la de´formation moyenne
(
Uy
Ly
)
de la plaque.
ellipse) au cours de la de´formation. L’e´volution de l’inclinaison de chaque axe par
rapport a` sa position initiale est donne´e sur la Figure 2.5. Les axes des ge´ome´tries
initiales en ellipse se rapprochent de manie`re similaire de l’axe de traction vertical
(inclinaison positive pour le grand axe et ne´gative pour le petit axe). Remarquons
par contre que lorsque la ge´ome´trie initiale est circulaire, l’inclinaison du petit axe
est moindre que pour les ellipses.
2.2.3.3 E´tude a` l’e´chelle microscopique
Apre`s l’e´tude de la cine´matique de de´formation de la ge´ome´trie macroscopique
de la zone architecture´e, nous descendons a` l’e´chelle de chaque trou du re´seau pour
analyser sa de´formation. Chaque trou est maille´ a` partir de 12 nœuds re´partis
re´gulie`rement sur son pe´rime`tre. En conside´rant que les trous s’ovalisent sous forme
d’ellipse au cours de la de´formation, nous calculons les parame`tres de l’ellipse (lon-
gueur du grand axe (a) et petit axe (b), inclinaison (ϕ) passant au plus proche
des nœuds de chaque trou. Pour cela, nous utilisons un algorithme de Nelder-
Mead [LAG 98] pour de´terminer les parame`tres de l’ellipse. Cet algorithme est
fre´quemment utilise´ comme technique d’optimisation de parame`tres non line´aire.
Les repe`res lie´s au trou ovalise´ (X, Y ) et au chargement (x, y) sont repre´sente´s
sur la Figure 2.6 ou` l’angle ϕ est l’angle de rotation entre les deux repe`res. L’e´quation
de l’ellipse est donne´e dans le repe`re local en fonction des longueurs des demis-axes
a et b :
X2
a2
+
Y 2
b2
= 1 (2.3)
Nous cherchons a` de´terminer les parame`tres caracte´risant l’ovalisation de l’ellipse
par rapport au repe`re du chargement. L’e´quation de l’ellipse dans le repe`re du char-
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Pre´-dimensionnement
x
y
X
a
Y
b
ϕ
Figure 2.6 – Repe`re local (X,Y) et repe`re global (x,y)
gement (x, y) est e´gale a` :
x2cos2ϕ
a2
+
x2sin2ϕ
b2
+
y2cos2ϕ
b2
+
y2sin2ϕ
a2
+ 2xycosϕsinϕ
(
1
a2
− 1
b2
)
= 1 (2.4)
Pour chacun des trous de chaque zone architecture´e, nous calculons donc les trois
parame`tres (a, b et ϕ) caracte´risant l’ovalisation des trous graˆce a` l’algorithme de
minimisation.
L’e´volution de la moyenne du rapport (r = a
b
) de l’ovalisation des trous et de
leur inclinaison en fonction de la de´formation moyenne des plaques est donne´e sur
la Figure 2.7. Pour la ge´ome´trie en cercle non incline´e, les trous s’ovalisent peu sous
l’effet de la traction verticale. En effet, la distribution des trous facilite l’apparition
d’une fissure qui vient rompre rapidement la zone architecture´e. De plus, les trous
ne s’inclinent pas comme le montre la Figure 2.7(b)
Quand le re´seau de trous est incline´ (a` 30 ou 45 degre´s), les trous s’ovalisent plus
fortement (la moyenne allant jusqu’a` un rapport e´gal a` 5) quelque soit la ge´ome´trie
initiale de la zone architecture´e. Les ge´ome´tries en cercle (courbes avec le symbole
) ont un plus faible rapport d’ovalisation que les ellipses. L’e´cart-type du rapport
d’ovalisation des trous est faible devant la moyenne montrant une similitude de
de´formation des trous du re´seau.
Par contre, nous pouvons remarquer que l’angle avec lequel s’ovalise les trous
diffe`re suivant l’inclinaison initiale de la zone architecture´e (Figure 2.7(b)). A 45
degre´s, les trous de la ge´ome´trie en cercle ont une moyenne de l’angle d’inclinaison
nulle avec un e´cart-type tre`s faible (infe´rieur a` un degre´). La direction du chargement
e´tant syme´trique par rapport a` la distribution des trous, la moyenne obtenue est
nulle, ce qui n’est plus le cas pour les ge´ome´tries macroscopiques elliptiques. L’angle
d’inclinaison des trous de ces ge´ome´tries a bien une moyenne non nulle mais celle-ci
reste tre`s faible (deux degre´s au maximum).
A 30 degre´s, les trous de la zone architecture´e ont une inclinaison importante
(moyenne a` 15 degre´s au de´part) quelque soit la ge´ome´trie initiale. Cela montre que
les trous ne s’ovalisent pas suivant la direction de traction macroscopique au de´but du
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2. Partie expe´rimentale
(a) (b)
Figure 2.7 – E´volution du rapport (a) et de l’inclinaison (b) de l’ovalisation des
trous de la zone architecture´e en fonction de la de´formation moyenne
(
Uy
Ly
)
de la
plaque.
chargement. Au cours du chargement, les trous s’inclinent vers la direction verticale
(inclinaison moyenne de 4 degre´s vers la fin). Ce phe´nome`ne peut s’expliquer par le
fait que les axes de la ge´ome´trie macroscopique s’inclinent aussi vers la verticale ce
qui a tendance a` orienter le re´seau de trous a` l’e´chelle microscopique.
2.2.4 Bilan
Un mate´riau architecture´ mode`le a e´te´ conc¸u comme support d’une expe´rience.
L’objectif est d’e´tudier les cine´matiques de de´formation a` l’e´chelle de la microstruc-
ture pour analyser les influences entre les cellules voisines graˆce a` une came´ra a`
tre`s haute re´solution. Il a e´te´ fait le choix d’une cellule unitaire carre´e avec un
trou au centre. Dix zones architecture´es ont e´te´ cre´e´es avec deux directions de
ge´ne´ration perpendiculaires des trous. Trois inclinaisons (0, 30 et 45 degre´s) avec
quatre ge´ome´tries macroscopiques diffe´rentes (rapport d’ellipse e´gal a` 1, 2, 3 et 4)
sont simule´es nume´riquement avec un maillage microscopique.
Une e´tude sur trois parame`tres a e´te´ mene´e pour de´terminer les microstruc-
tures a` conserver pour les expe´riences. L’analyse du taux de triaxialite´ a permis de
montrer que toutes les ge´ome´tries sont soumises a` une large plage de sollicitations.
L’e´volution de la ge´ome´trie de la zone architecture´e a` l’e´chelle macroscopique iden-
tifie trois cine´matiques de de´formation distinctes suivant l’inclinaison initiale de la
zone architecture´e. De meˆme l’e´tude de l’ovalisation des trous de la zone architec-
ture´e arrive au meˆme re´sultat, quelque soit la ge´ome´trie initiale macroscopique.
Ces e´tudes ont montre´ que le rapport d’ellipse (R) a peu d’influence sur les
cine´matiques de de´formation de la zone architecture´e ou des trous du re´seau. Nous
choisissons donc de limiter l’e´tude expe´rimentale a` trois zones architecture´es cir-
culaires incline´es de 0, 30 et 45 degre´s en conservant une direction de chargement
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fixe.
La section 2.3 pre´sente le dispositif expe´rimental et le mate´riel optique uti-
lise´ pour prendre les images des expe´riences. Ensuite les re´sultats de la corre´lation
d’images sont analyse´s pour chacune des trois orientations du re´seau de trous.
2.3 Essais
Le pre´-dimensionnement nume´rique nous a permis de choisir trois structures
architecture´es diffe´rentes a` tester expe´rimentalement. La forme de la zone architec-
ture´e est choisie circulaire, avec 49 trous dans chaque diame`tre. Trois e´prouvettes
sont obtenues en inclinant le pavage pe´riodique (horizontal, vertical) de 0, 30 et 45
degre´s par rapport a` la direction de chargement fixe. Le mate´riau homoge`ne de base
est l’acier inoxydable 304L, de´crit pre´ce´demment dans la Section 2.2.2. Les trous
du re´seau, d’un diame`tre de 0.5 mm ont e´te´ perce´s avec une perceuse a` commande
nume´rique. La condition fonctionnelle de position des trous lors de la fabrication a
e´te´ impose´e a` 0.02 mm. Le dessin technique de l’e´prouvette non incline´e est donne´
sur la Figure E.1 (Annexe E).
Un soin particulier pour la mise en place du montage est ne´cessaire. Le plan focal
du capteur de la came´ra doit eˆtre positionne´ paralle`lement a` la surface a` corre´ler.
Le mate´riel et le dispositif sont de´taille´s dans la Section 2.3.1.
Les re´sultats de la corre´lation d’images aux e´chelles macroscopique et microsco-
pique sont pre´sente´s dans la Section 2.3.5. A cause des grandes de´formations autour
des trous, une re´gularisation des champs de de´placement a e´te´ imple´mente´ dans la
corre´lation d’images. Les cartes de re´sidus des deux corre´lations d’images pour les
trois e´prouvettes sont pre´sente´es pour finir dans la Section 2.3.6.
2.3.1 Mate´riel et dispositif
Une came´ra tre`s haute re´solution est utilise´e pour prendre les images de
l’expe´rience au cours de la de´formation. La came´ra, Vieworks VN-29MC-M5A0-
FM, est e´quipe´ d’un capteur de 28.8 millions de pixels re´partis de fac¸on a` obtenir
une image rectangulaire de 6576 par 4384 pixels. Ensuite, la technologie dite pixel
shifting prend quatre ou neuf images (pour lesquelles le capteur est de´cale´ de 1/2 ou
1/3 de pixels dans chaque direction) pour augmenter la re´solution des images apre`s
reconstruction a` 115 ou 259 millions de pixels au maximum (re´partis en 19728 par
13152 pixels pour la plus haute re´solution). Un actionneur pie´zo-e´lectrique de´place
le capteur de la came´ra sur une grille de 2x2 ou 3x3 positions de fractions d’un pixel.
L’image a` tre`s haute re´solution est cre´e´e pixel par pixel en reconstruisant la grille a`
partir des 4 ou 9 images prises. Les images haute de´finition ainsi reconstruites sont
de meilleure qualite´ qu’une interpolation simple d’une seule image avec une cre´ation
de pixels. L’e´volution de l’incertitude de mesure de la corre´lation d’images sur un
mouvement de corps rigide est donne´e sur la Figure 2.8 ou` est compare´ une seule
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Figure 2.8 – E´volution du re´sidu de corre´lation d’images en fonction de la taille de
l’e´le´ment (en pixels).
image (29 Mpixels en noir), une image haute re´solution (259 Mpixels en rouge) et
une image haute re´solution (259 Mpixels en bleu) cre´e´e a` partir d’une interpolation
de la premie`re image.
La re´solution de la came´ra et les dimensions de la structure architecture´e font
que la dimension d’un pixel est de l’ordre de 10 µm (largeur de l’image place´e dans
la largeur de la plaque). Ainsi, le mouchetis pour la corre´lation d’images devra eˆtre
tre`s fin. Pour cela, nous nous sommes dote´s d’un ae´rographe de peinture, Badger
Sotar 20/20, permettant de projeter de tre`s petites gouttelettes sur la surface a`
corre´ler. Les taˆches de peinture descendent jusqu’a` quelques dizaines de microns.
L’utilisation classique de bombes de peinture (pouvant boucher les trous) ne permet
pas de descendre en dessous de 100 microns avec beaucoup de minutie. Le mouchetis
est visible sur la Figure 2.10 ou` le diame`tre d’un trou est e´gal a` 500 µm.
La Figure 2.9 montre la came´ra avec l’objectif et l’e´prouvette monte´e sur la ma-
chine de traction pre´alablement a` l’essai. Un objectif, Schneider Xenon Emerald,
avec une focale de 200 mm est monte´ sur la came´ra. La came´ra est place´e per-
pendiculairement a` la surface a` corre´ler. La plaque est tenue au niveau des mors
de traction par adhe´rence avec une surface strie´e pour augmenter le coefficient de
frottement. Des trous avec des vis ont e´te´ ajoute´es pour e´viter un trop grand glis-
sement des mors par rapport a` la plaque meˆme si la corre´lation d’images permet
d’obtenir le de´placement des bords de l’e´prouvette. Deux lampes a` LED blanches,
dispose´es syme´triquement, illuminent la surface a` corre´ler lors de l’essai. Le mou-
chetis a e´te´ obtenu par un de´poˆt de peinture blanche puis un de´poˆt de peinture
noire. Un drap noir est place´ derrie`re l’e´prouvette, la valeur de ces pixels pouvant
fortement de´pendre de la lumie`re exte´rieure.
Pour la prise d’images, nous de´cidons de prendre dix images dans la zone de
re´ponse line´aire de l’e´prouvette, puis de garder cet intervalle de mesure au de´but de
la zone non-line´aire (pendant 10 prises). Ensuite, graˆce a` la connaissance de la loi de
comportement de l’acier, nous estimons l’allongement a` rupture de la plaque (par
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Figure 2.9 – Photographie du montage expe´rimental mis au point pour la prise
d’images sur les e´prouvettes.
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2. Partie expe´rimentale
(a) 0o (b) 30o (c) 45o
Figure 2.10 – Visualisation d’un zoom de l’image de re´fe´rence au centre de la zone
architecture´e pour les trois orientations du re´seau.
Figure 2.11 – Courbe de l’effort en fonction du de´placement machine pour les trois
orientations du re´seau de trous. Le trait vertical correspond a` l’image se´lectionne´e
pour la pre´sentation des re´sultats de corre´lation d’images pour chaque orientation
du re´seau.
calcul de la section effective en omettant les trous du re´seau dans la ligne horizontale
centrale). Un incre´ment de de´placement entre chaque image est ainsi calcule´ pour
prendre 80 images dans le domaine de de´formation plastique de la plaque.
2.3.2 Courbe effort - de´placement
Les courbes de l’effort en fonction du de´placement de la traverse de la machine de
traction sont repre´sente´es sur la Figure 2.11. Le chargement me´canique de la plaque
est stoppe´ chaque fois qu’une image est prise pour e´viter une mauvaise reconstruction
des images de tre`s haute re´solution. Le de´placement est maintenu et l’effort de´croit
a` cause de la relaxation. L’image est prise une fois que l’effort est stable produisant
des lignes verticales dans les courbes d’effort. L’arreˆt de la traction est obligatoire
puisque la came´ra met 3 secondes a` prendre les 9 images. Sans un arreˆt de la traction,
les 9 images ne correspondraient pas au meˆme e´tat de chargement. La vitesse de
de´placement de la traverse est de 0.1 mm par minute dans la zone e´lastique et
ensuite 1 mm par minute dans la zone plastique jusqu’a` rupture.
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Sur la Figure 2.11, l’axe des abscisses repre´sente le de´placement de la traverse
mobile de la machine de traction. Les e´prouvettes ont la meˆme longueur et le glis-
sement dans les mors est minimise´ graˆce a` l’utilisation de vis en plus de la surface
abrasive. L’e´volution de l’allongement a` rupture de chaque plaque est donc assez
proche de l’e´volution de ces courbes, au rapport de la longueur initiale. Ainsi, la
zone architecture´e avec le re´seau non incline´ a le plus faible allongement a` rupture,
devant la plaque avec la zone incline´e a` 30 degre´s. La plaque avec la zone incline´e
a` 45 a l’allongement a` rupture le plus important. En raisonnant en terme de section
effective de la plaque, le re´seau de trous non incline´ a un espacement entre deux
trous e´gal a` 1 mm. A` 45 degre´s d’inclinaison, les trous ont un espacement plus
important, e´gal a` 1.42 mm, ce qui explique que l’allongement a` rupture soit plus
important. A` 30 d’inclinaison, aucune ligne de trous n’existe perpendiculairement au
chargement, il est complique´ de trouver une section effective. Mais si nous projetons
la distance entre deux trous sur l’axe horizontal, l’espacement entre deux trous sera
e´gal a` 1.15 mm ce qui explique que la plaque ait un allongement a` rupture compris
entre les deux autres.
2.3.3 Corre´lation d’images en grandes de´formations
Durant les expe´riences, des champs de de´formations he´te´roge`nes doivent eˆtre
capture´s a` cause de la microsctructure du mate´riau. De plus, le comportement duc-
tile tre`s important du mate´riau homoge`ne engendre d’importantes de´formations en
particulier autour des trous du re´seau. Ces grandes de´formations peuvent entraˆıner
des proble`mes de convergence de la corre´lation d’images a` cause d’une distorsion
de certains e´le´ments. Pour e´viter ce phe´nome`ne, le gradient de de´formation de ces
e´le´ments est artificiellement limite´ en ajoutant localement une re´gularisation de type
Tikhonov [YAN 14]. Cette technique consiste a` ajouter a` la matrice de corre´lation de
l’e´le´ment une contribution ponde´re´e de fac¸on a` ce que la longueur d’onde de la varia-
tion du de´placement soit localement limite´e a` une longueur donne´e. Le formalisme
est de´taille´ dans le travail de Leclerc [LEC 12].
Habituellement la re´gularisation est re´alise´e globalement sur les champs de
de´placements calcule´s par corre´lation d’images. Ici, nous optons pour une strate´gie
locale et adaptative pour les e´le´ments dont la convergence n’est pas assure´e. Un
crite`re base´ sur l’erreur de corre´lation locale au niveau de l’e´le´ment est utilise´ pour
introduire la re´gularisation quand le niveau critique d’erreur est atteint. De`s qu’un
e´le´ment est re´gularise´ au cours d’un pas de la corre´lation d’images, la re´gularisation
continue de s’appliquer les pas suivants.
2.3.4 Les deux e´chelles de corre´lation : maillages
Deux corre´lations d’images sont effectue´es pour chaque expe´rience. A l’e´chelle
macroscopique, un e´le´ment quadrangle est utilise´ pour repre´senter chaque cellule uni-
taire du mate´riau architecture´ ignorant ainsi comple`tement la microstructure dans
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2. Partie expe´rimentale
(a) (b)
Figure 2.12 – (a) : maillage utilise´ pour la corre´lation d’images macroscopique ; (b)
maillage d’une cellule unitaire utilise´ pour la corre´lation d’images microscopique.
le maillage comme le montre la Figure 2.12(a). Plusieurs quadrangles sont ajoute´s
autour de la zone architecture´e. Un second maillage est re´alise´ a` l’e´chelle micro-
scopique. Le maillage d’une cellule e´le´mentaire est repre´sente´ sur la Figure 2.12(b),
celui-ci est ensuite assemble´ pour toutes les cellules unitaires de la zone architec-
ture´e afin d’obtenir un maillage re´gulier. Quelques cellules unitaires avec la meˆme
discre´tisation de maillage (mais sans trou) sont ajoute´es autour de la zone architec-
ture´e pour comple´ter le maillage.
2.3.5 Carte des champs de de´placements et de´formations
Le champ de de´placements est obtenu dans les deux directions du plan, le
sens transverse et le sens longitudinal au chargement de traction. Le champ
de de´formations de Green-Lagrange est obtenu par de´rivation du champ de
de´placements. Une valeur scalaire est choisie pour la repre´sentation du champ de
de´formations. Nous utilisons la mesure de von Mises. Celle-ci est e´gale a` :
Eeq =
1√
2
√
(E11 − E22)2 + (E211 − E33)2 + (E22 − E33)2 + 6(E212 + E213 + E223)
(2.5)
La corre´lation d’images sera d’abord analyse´e a` l’e´chelle macroscopique dans la Sec-
tion 2.3.5.1 pour les trois orientations du re´seau de trous, puis a` l’e´chelle microsco-
pique dans la Section 2.3.5.2. L’image analyse´e pour chaque expe´rience correspond
a` une de´formation moyenne de la re´gion d’inte´reˆt (la structure architecture´e plus
deux cellules sans trou autour) e´gale a` environ 20% pour les trois orientations du
re´seau. La de´formation moyenne est identifie´e comme le rapport entre l’allongement
vertical de la zone d’inte´reˆt et la longueur verticale initiale de celle-ci. Cette image
est identifie´e sur la Figure 2.11 a` l’aide d’une droite verticale permettant de repe´rer
le de´placement de la traverse lors de l’essai.
Les images utilise´es pour la corre´lation sont des images de re´solution 29 millions
de pixels. L’enregistrement automatique des neuf images prises a` chaque instant
graˆce au pie´zo-e´lectrique fut ale´atoire au de´but des expe´riences. Les images utilise´es
ne sont donc pas les plus pre´cises en terme de pixels mais leur taille est suffisante pour
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(a) 0o (b) 30o (c) 45o
Figure 2.13 – Visualisation du champ de de´formation scalaire au sens de von Mises
de la corre´lation d’images macroscopique pour les trois orientations du re´seau.
mener des calculs de corre´lation d’images a` l’e´chelle microscopique. Le niveau du
re´sidu de la corre´lation pre´sente´ dans la Section 2.3.6 assure d’une bonne corre´lation.
2.3.5.1 A l’e´chelle macroscopique
Le champ de de´formation scalaire macroscopique des expe´riences correspondant
aux trois orientations du re´seau est pre´sente´ sur la Figure 2.13. Les iso-de´formations
de von Mises pour les re´seaux incline´s de 0 degre´, puis 30 degre´s et enfin 45 degre´s
sont montre´es de gauche a` droite. Un zoom de la zone architecture´e sera montre´
sur la re´gion encadre´e en pointille´ pour chaque orientation du re´seau : les champs
de de´formations a` l’e´chelle microscopique seront de´taille´s sur ce zoom dans la Sec-
tion 2.3.5.2.
Nous pouvons observer que la structure architecture´e a une de´formation plus
importante que le mate´riau homoge`ne qui l’entoure puisque chaque quadrangle de
la zone architecture´e contient un trou. Mais le fait d’utiliser un maillage ne prenant
pas en compte la microstructure donne un re´sultat homoge`ne en de´formation pour les
cellules unitaires. A 0 degre´s, les deux trous excentre´s de la ligne centrale horizontale
se de´forment un peu plus que les autres augmentant la de´formation dans ces deux
quadrangles.
2.3.5.2 A l’e´chelle microscopique
Les champs de de´formation microscopique pour l’orientation du re´seau a` 0 degre´,
30 et 45 degre´s, sont respectivement trace´s sur la Figure 2.14, 2.15 et 2.16. Les
champs trace´s regroupent les de´formations transverse (E11), longitudinale (E22), de
cisaillement (E12) et la valeur scalaire (EVM).
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(a) E11 (b) E12
(c) E22 (d) EVM
Figure 2.14 – Visualisation du champ de de´formations obtenu par corre´lation
d’images microscopique pour la zone architecture´e a` 0 degre´s : (a) E11, (b) E12,
(c) E22 et (d) EVM
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(a) E11 (b) E12
(c) E22 (d) EVM
Figure 2.15 – Visualisation du champ de de´formations obtenu par corre´lation
d’images microscopique pour la zone architecture´e a` 30 degre´s : (a) E11, (b) E12, (c)
E22 et (d) EVM
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(a) E11 (b) E12
(c) E22 (d) EVM
Figure 2.16 – Visualisation du champ de de´formations obtenu par corre´lation
d’images microscopique pour la zone architecture´e a` 45 degre´s : (a) E11, (b) E12, (c)
E22 et (d) EVM
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A 0 degre´s, la direction de chargement est coline´aire avec l’une des deux directions
de ge´ne´ration du re´seau de trous. Les cellules unitaires ont donc une cine´matique de
de´formation identique. Elles sont soumises a` de la traction uni-axiale verticale (E22
e´leve´, E11 ne´gatif). Un effet d’e´cran est obtenu dans les lignes verticales du re´seau,
c’est a` dire que la de´formation est plus faible dans les zones verticales entre les trous.
Au contraire, les de´formations sont bien plus importantes dans les zones verticales
que ne sont pas prote´ge´es par les trous. Toutes les cellules du re´seau concentrent
la de´formation autour du trou avec une intensite´ de´pendant de la position dans le
re´seau. Les cellules unitaires se de´formant le plus sont les deux cellules exte´rieures
de la ligne centrale horizontale. Ces cellules entraˆınent l’initiation de la fissure qui se
propage ensuite vers le centre du re´seau de trous et enfin vers l’exte´rieur en traversant
le mate´riau homoge`ne. Au chargement qui pre´ce`de le de´but de la fissuration, ces deux
cellules concentrent des de´formations tre`s e´leve´es perpendiculaires au chargement,
de l’ordre de 100% dans les e´le´ments situe´s en pe´riphe´rie du trou.
A 45 degre´s, la direction de chargement est coline´aire a` l’une des deux diagonales
de la cellule unitaire a` l’origine. La cellule unitaire se de´forme en restant syme´trique
par rapport a` la diagonale verticale. Les cellules initialement carre´es se transforment
en losange. Un effet d’e´cran des trous est observe´ dans les zones verticales situe´es
entre les trous ou` la de´formation est tre`s faible (dans n’importe quelle direction). La
de´formation dans le sens de traction (E22) est importante dans les zones verticales
non prote´ge´es par les trous avec une de´formation transverse (E11) ne´gative qui tra-
duit la striction de la zone architecture´e. La de´formation de cisaillement se re´partit
le long des bords des cellules unitaires. Nous pouvons observer sur la Figure 2.16(b)
que chaque couple de bords homologues, gauche et droit, a une de´formation de ci-
saillement identique et de valeur oppose´e a` l’autre couple de bords homologues, haut
et bas.
A 30 degre´s, la direction de chargement n’a pas de syme´trie particulie`re pour
la cellule unitaire. Les de´formations obtenues dans les cellules ne sont donc plus
syme´triques. L’effet d’e´cran des trous est toujours pre´sent avec une de´formation tre`s
faible dans la zone inte´rieure aux trous. Les cellules se de´forment principalement dans
les lignes proches de l’axe horizontal entre les trous. La de´formation longitudinale
(E22) est importante dans ces zones avec une de´formation transverse ne´gative. La
de´formation de cisaillement est perpendiculaire a` ces zones, situe´e dans les lignes
proches de l’axe vertical entre les trous. Contrairement a` l’e´prouvette a` 45 degre´s, les
bords gauche et droit des cellules subissent une de´formation de cisaillement beaucoup
plus importante que les bords haut et bas.
Enfin, nous observons que la distribution des de´formations des cellules unitaires
semble assez similaire pour les trois orientations du re´seau. Seules les cellules situe´es
a` la frontie`re du mate´riau homoge`ne paraissent subir des de´formations diffe´rentes.
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(a) DIC macroscopique
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(b) DIC microscopique
Figure 2.17 – Visualisation du champ d’erreur de la corre´lation d’images macro-
scopique (a) et microscopique (b) pour le re´seau non incline´ en niveaux de gris. La
dynamique totale de l’image est [0 255] en niveaux de gris.
2.3.6 Re´sidu de la corre´lation d’images
Le re´sidu de la corre´lation d’images est de´fini comme la diffe´rence de niveau de
gris entre l’image de re´fe´rence et l’image de´forme´e sur laquelle est pris en compte le
champ de de´placement calcule´ :
| f(x)− g(x+ u) | (2.6)
Ce champ est trace´ a` chaque pixel de l’image de re´fe´rence et est obtenu par inter-
polation des valeurs de re´sidu aux e´le´ments finis sur le champ de pixels de l’image.
Les champs du re´sidu des corre´lations d’images macroscopique et microscopique
du re´seau incline´ a` 0 degre´, 30 et 45 degre´s, sont respectivement trace´s sur la Fi-
gure 2.17, 2.18 et 2.19. Les niveaux de gris de l’image ont une dynamique de [0 255]
(8 bits). Le champ du re´sidu est quant a` lui trace´ sur l’intervalle en pixels ([0 10]).
Pour les deux types de corre´lations d’images (microscopique et macroscopique),
le re´sidu est le plus e´leve´ autour des trous du re´seau. En effet, les de´formations les
plus importantes se concentrent a` ces endroits pour les trois orientations du re´seau.
Nous pouvons remarquer que le re´sidu est plus faible dans le cas de la corre´lation
d’images microscopique que dans le cas macroscopique. A l’e´chelle microscopique,
la microstructure est maille´e ce qui permet de prendre en compte les de´formations
he´te´roge`nes par rapport a` la corre´lation macroscopique globale pour chaque cellule
unitaire. Les imperfections du mouchetis (taˆches de peinture trop grossie`res) en-
traˆınant des proble`mes de corre´lation d’images sont visibles sur la carte du re´sidu
microscopique. Dans la zone d’inte´reˆt comple`te, la valeur moyenne du re´sidu est as-
sez similaire (7 et 8 en niveaux de gris pour la corre´lation d’images microscopique et
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(b) DIC microscopique
Figure 2.18 – Visualisation du champ d’erreur de la corre´lation d’images macro-
scopique (a) et microscopique (b) pour le re´seau incline´ a` 30 degre´s en niveaux de
gris. La dynamique totale de l’image est [0 255] en niveaux de gris.
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(b) DIC microscopique
Figure 2.19 – Visualisation du champ d’erreur de la corre´lation d’images macro-
scopique (a) et microscopique (b) pour le re´seau incline´ a` 45 degre´s en niveaux de
gris. La dynamique totale de l’image est [0 255] en niveaux de gris.
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2. Partie expe´rimentale
macroscopique). Cette valeur dans le cas de la corre´lation macroscopique s’explique
par le fait que le re´sidu dans les trous est tre`s faible ce qui diminue tre`s fortement
la moyenne.
2.4 Synthe`se
Une e´tude de pre´-dimensionnement a e´te´ effectue´e pour de´finir la ge´ome´trie de
la zone architecture´e des e´prouvettes dans la Section 2.2. L’orientation du re´seau
de trous par rapport a` la direction de chargement permet de soumettre les cellules
unitaires a` diffe´rentes sollicitations et d’introduire du cisaillement dans les re´seaux
de trous incline´s. Une e´tude sur les cine´matiques de de´formation aux e´chelles ma-
croscopique et microscopique nous ont fait choisir trois orientations du re´seau (0, 30
et 45 degre´s) de la zone architecture´e circulaire.
Les re´sultats de la corre´lation d’images des e´prouvettes re´alise´es sont pre´sente´es
dans la Section 2.3. Une came´ra a` tre`s haute re´solution a e´te´ utilise´e afin d’obtenir
les champs de de´placements et de´formations a` la fois a` l’e´chelle microscopique et
macroscopique. Une re´gularisation, dite de Tikhonov, a e´te´ ajoute´e a` la corre´lation
d’images pour l’e´tude des grandes de´formations. Cette re´gularisation permet d’e´viter
une distorsion trop importante des e´le´ments pouvant mener a` une solution errone´e.
Les re´sultats de la corre´lation d’images sont donne´s pour une de´formation
moyenne de la zone d’inte´reˆt e´gale a` 20%. Les de´formations locales atteignent 100%
aux alentours de certains trous du re´seau microscopique. La corre´lation d’images
donne ne´anmoins de tre`s bons re´sultats avec un re´sidu atteignant localement 10
niveaux de gris d’erreur avant l’apparition de la localisation des de´formations et
la fissuration de la zone architecture´e. Enfin, graˆce a` la re´solution de la came´ra, les
de´placements et de´formations de chaque cellule unitaire sont obtenus sur un maillage
re´gulier.
Ce travail fournit donc une base de donne´es tre`s de´taille´e sur la cine´matique
de de´formations des cellules a` l’e´chelle microscopique aussi bien que macroscopique.
Nous pourrons donc utiliser ces re´sultats comme donne´es pour re´fle´chir aux me´thodes
pertinentes pour faire des changements d’e´chelle de mate´riaux he´te´roge`nes. Ces
me´thodes pourront eˆtre teste´es aussi bien en e´lasticite´ qu’en plasticite´ e´tendue et
jusqu’a` la rupture.
60 Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Chapitre 3
Cine´matique de de´formation
non-line´aire des cellules unitaires
Ce chapitre e´tudie les cine´matiques de de´formation du
contour des cellules unitaires graˆce a` une corre´lation
d’images a` l’e´chelle microscopique. La premie`re section
projette le champ des de´placements sur une base
polynomiale de degre´ 3 pour tenir compte des
sollicitations mixtes en traction et cisaillement. Une
analyse statistique des parame`tres permet de distinguer
des cellules avec une re´ponse pe´riodique et des cellules
avec une re´ponse non pe´riodique. Dans la seconde section,
quatre cellules unitaires sont choisies : la premie`re a une
cine´matique pe´riodique, les trois autres montrent chacune
une cine´matique non pe´riodique diffe´rente. Plusieurs
sche´mas d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur sont ensuite
applique´s sur ces cellules pour comparer les conditions aux
limites associe´es aux observations expe´rimentales.
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Introduction
3.1 Introduction
Une e´tude expe´rimentale sur des plaques perce´es avec un re´seau de trous a e´te´
re´alise´e par corre´lation d’images. L’utilisation d’une came´ra haute re´solution nous a
permis d’obtenir le champ de de´placements du mate´riau he´te´roge`ne a` l’e´chelle micro-
scopique dans une large plage de de´formations plastiques. Les cellules unitaires ont
e´te´ soumises a` diverses sollicitations en traction et cisaillement graˆce a` l’inclinaison
du re´seau de trous de la zone architecture´e.
La Section 1.1.2 a montre´ l’effet significatif du choix des conditions aux limites
sur les caracte´ristiques du mate´riau homoge`ne e´quivalent. Dans le cas conside´re´, la
cellule unitaire est conside´re´e comme le VER meˆme si il ne respecte pas toutes les
conditions de de´finition (une grande longueur devant la taille de l’he´te´roge´ne´ite´).
Avec l’application de conditions aux limites pe´riodiques sur la cellule, les proprie´te´s
du MHE restent inchange´es quelque soit la taille du VER. Pour utiliser cette pro-
prie´te´, nous allons donc nous attacher a` chercher les re´gions du re´seau de trous
ou` les cellules unitaires ont une re´ponse pe´riodique et les zones ou` cette proprie´te´
n’est pas ve´rifie´e. Pour les cellules pe´riodiques, un calcul d’homoge´ne´isation avec
des conditions aux limites pe´riodiques donnera les proprie´te´s effectives du MHE.
Pour les cellules non pe´riodiques, nous allons alors chercher a` ve´rifier quelle the´orie
doit eˆtre applique´e pour de´finir les conditions aux limites ade´quates sur le bord des
cellules.
Dans la section 3.2, une e´tude statistique sur le champ de de´placements des
bords de chaque cellule unitaire est mene´e pour caracte´riser leur cine´matique
de de´formation et mettre en e´vidence les cellules qui n’ont pas une cine´matique
pe´riodique. La Section 3.3 compare quatre sche´mas d’homoge´ne´isation d’ordre
supe´rieur. Nous proposons alors de conclure quant a` leur pertinence pour les cellules
ayant une re´ponse non pe´riodique.
3.2 Analyse de la pe´riodicite´
3.2.1 De´formation de la cellule centrale
Pour analyser la pe´riodicite´ des cellules, nous commenc¸ons par regarder la
de´formation de la cellule unitaire centrale qui par de´finition doit avoir une re´ponse
pe´riodique. Le de´placement du contour de la cellule unitaire centrale obtenu par
corre´lation d’images microscopique et macroscopique pour les trois orientations de
la zone architecture´e est repre´sente´ sur la Figure 3.1. La position initiale du contour
de la cellule unitaire est trace´e en rouge. Le contour macroscopique, en bleu, est de´fini
par la position des quatre sommets de la cellule de´forme´e et interpole´ line´airement
entre ces points. A l’e´chelle microscopique, dont le contour est trace´ en noir, huit
nœuds par coˆte´ sont utilise´s pour de´crire la de´formation du contour de la cellule.
Remarquons que la variation de l’inclinaison de la structure architecture´e modi-
fie les sollicitations subies par la cellule unitaire. Quand le re´seau de trous n’est pas
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) 0o (b) 30o (c) 45o
Figure 3.1 – De´formation du contour de la cellule unitaire centrale pour les trois
orientations du re´seau. En rouge, le contour initial est compare´ au contour obtenu
par corre´lation d’images macroscopique (bleu) et microscopique (noir).
incline´, la cellule subit une traction uniaxiale de meˆme direction que le chargement.
Incliner le re´seau de trous ajoute une sollicitation en cisaillement aux cellules uni-
taires. Quand l’inclinaison du re´seau est de 45 degre´s, la cellule est syme´trique par
rapport a` la direction de chargement. Dans ce cas, la de´forme´e de la cellule centrale
conserve cette syme´trie avec la de´formation (Figure 3.1(c)).
3.2.1.1 Identification du contour
Notre but est d’e´tudier la pe´riodicite´ des cellules unitaires. Pour cela, nous pa-
rame´trons chaque bord de cellule pour comparer ses de´placements avec son bord
homologue. Le de´placement de chacun des bords d’une cellule est projete´ sur une
base polynomiale de degre´ 3. Le degre´ 3 est choisi pour prendre en compte les
cine´matiques plus riches obtenues quand le chargement est mixte en traction et ci-
saillement. Les mouvements de corps rigides sont supprime´s avant la projection sur
cette base. Le de´placement normal au bord est parame´tre´ par l’abscisse curviligne
s du bord :
un = ai + bi.s+ ci.s
2 + di.s
3 (3.1)
ou` l’indice i (∈ [h, g, b, d]) repre´sente l’indice du bord conside´re´ de la cellule (res-
pectivement le bord haut, gauche, bas et droit). La variation de l’abscisse curviligne
a e´te´ ramene´ a` l’intervalle [−1, 1]. Les quatre parame`tres sont obtenus par une mi-
nimisation au sens des moindres carre´s de l’e´cart entre le de´placement expe´rimental
et la base propose´e. Nous re´alisons ainsi une projection du champ expe´rimental de
chaque bord sur une base polynomiale de degre´ 3.
3.2.1.2 Analyse des parame`tres identifie´s
Nous menons une analyse statistique des parame`tres du de´placement pour
de´terminer les cellules unitaires ayant une re´ponse pe´riodique. L’e´volution de la
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Analyse de la pe´riodicite´
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.2 – E´volution des quatre parame`tres (ah, bh, ch and dh) de la projection
du de´placement normal pour le bord haut des cellules unitaires pour les trois orien-
tations du re´seau. La valeur moyenne (courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont
trace´s en fonction de la de´formation moyenne de la re´gion d’e´tude.
moyenne et de l’e´cart-type des quatre parame`tres du bord haut et du bord droit des
cellules unitaires pour chacune des orientations du re´seau est respectivement trace´e
sur la Figure 3.2, 3.3, en fonction de la de´formation moyenne de la re´gion d’e´tude.
Dans le cas ou` le re´seau de trous est aligne´ avec la direction de chargement (cas O
degre´), les cellules unitaires sont principalement charge´es en traction uni-axiale. Sur
la Figure 3.2(a), la moyenne du parame`tre d’ordre 0 (ah) du bord haut des cellules
unitaires est pre´ponde´rante devant les trois autres ordres. Seul le parame`tre d’ordre
2 (ch) a une moyenne non nulle ce qui indique une le´ge`re de´formation parabolique
du bord haut des cellules unitaires. La moyenne du parame`tre d’ordre 0 (ad) du
bord droit est pre´ponde´rante devant celle des autres ordres comme le montre la
Figure 3.3(a). Celle-ci correspond a` l’effet Poisson du a` la traction que subissent les
cellules. Lorsque le re´seau est incline´, les cellules unitaires sont sollicite´es en traction
et cisaillement.
A 45 degre´s d’inclinaison, la moyenne des quatre coefficients est la meˆme sur
les bords droit et haut des cellules comme le montre les Figures 3.2(c) et 3.3(c).
En effet, la direction de chargement correspond a` une des diagonales de la cellule
initiale, ce qui fait que les bords ont la meˆme cine´matique de de´formation. De plus,
la cellule unitaire est un carre´ et se de´forme en forme de losange avec les diagonales
qui ne changent pas d’orientation. Cet effet se traduit par une valeur importante
de la moyenne du parame`tre d’ordre 1 (bi), refle´tant cette rotation des bords. Nous
pouvons remarquer que la moyenne du parame`tre d’ordre 3 (di) est plus importante
(en valeur absolue) que celle du parame`tre d’ordre 2 (ci). Cela correspond a` la
sollicitation de cisaillement que subissent les cellules.
Pour l’inclinaison du re´seau de 30 degre´s, les cellules sont soumises a` un charge-
ment mixte qui diffe`re suivant les bords comme le montre les Figures 3.2(b) et 3.3(b).
L’inclinaison du re´seau ne se trouvant pas sur un axe de syme´trie des cellules im-
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.3 – E´volution des quatre parame`tres (ad, bd, cd and dd) de la projection
du de´placement normal pour le bord droit des cellules unitaires pour les trois orien-
tations du re´seau. La valeur moyenne (courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont
trace´s en fonction de la de´formation moyenne de la re´gion d’e´tude.
plique une de´formation diffe´rente des bords de cellule. Sur la Figure 3.1(b), nous
pouvons remarquer que les bords droit et gauche ont une de´formation due au ci-
saillement plus prononce´e que les bords haut et bas. Cela est bien traduit par la
moyenne du parame`tre d’ordre 3 (di) plus importante (en valeur absolue) du bord
droit que pour le bord haut. Le chargement en traction est quant a` lui re´percute´
sur les bords hauts et bas des cellules ou` la moyenne du parame`tre d’ordre 0 (ah)
est non nulle. Cet effet implique aussi une rotation diffe´rente des bords, supe´rieure
pour les bords gauche et droit par rapport aux bords haut et bas comme le montre
la moyenne du parame`tre d’ordre 1 (bi).
Il est a` noter que l’e´cart-type des parame`tres n’est pas nul. En effet, lorsque
la moyenne d’un parame`tre est pratiquement nulle, son e´cart-type est supe´rieur a`
cette valeur ce qui implique une grande dispersion dans les valeurs des parame`tres
repre´sentant la de´formation des bords des cellules unitaires. Toutes les cellules uni-
taires n’ont donc pas la meˆme cine´matique de de´formation, puisque selon leur posi-
tion dans le re´seau, celle-ci peut varier.
3.2.1.3 Conditions aux limites pe´riodiques usuelles
Graˆce a` la projection sur la base polynomiale choisie du de´placement des bords
des cellules, nous pouvons e´tudier la pe´riodicite´ des cellules. Nous nous limitons a` la
pe´riodicite´ du premier ordre usuelle, c’est-a`-dire que les bords homologues doivent se
de´former de la meˆme manie`re. Le de´placement d’un bord a` l’e´chelle microscopique
s’e´crit en fonction du gradient de la transformation macroscopique FM et d’un
champ microscopique inconnu pe´riodique w :
um = FM .x+w. (3.2)
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Analyse de la pe´riodicite´
Le champ w e´tant pe´riodique, deux points homologues A et B sont lie´s par la
relation : wA = wB. Il s’en suit que la condition de pe´riodicite´ pour deux points
homologues, par exemple pour un couple de points des bords gauche et droit, est
e´gale a` :
umd − umg = FM(xd − xg) + (wd −wg) (3.3)
umd − umg = FM(xd − xg) (3.4)
umd − umg = LFM .Nd (3.5)
ou` L est la longueur de la cellule unitaire et Nd la normale unitaire au bord droit.
Une relation similaire est de´termine´e entre les de´placements des bords haut et bas
de la cellule unitaire. A partir de la projection sur la base, nous calculons de la meˆme
manie`re la relation de pe´riodicite´ provenant de l’E´quation (3.1) :
umd − umg = (ad − ag) + (bd − bg).s+ (cd − cg).s2 + (dd − dg).s3 (3.6)
umh − umb = (ah − ab) + (bh − bb).s+ (ch − cb).s2 + (dh − db).s3 (3.7)
Pour que deux bords homologues ve´rifient ainsi la condition de pe´riodicite´, les coef-
ficients des termes de degre´s 1, 2 et 3 en s doivent eˆtre nuls.
3.2.2 E´tude expe´rimentale de la pe´riodicite´ des cellules uni-
taires
L’e´volution de la diffe´rence des quatre parame`tres en fonction de la de´formation
moyenne pour les bords homologues haut/bas et pour les bords droit/gauche est
respectivement trace´e sur la Figure 3.4, 3.5. Comme pre´ce´demment (et pour toutes
les figures suivantes), la moyenne est trace´e en bleue et l’e´cart-type en rouge sur
toutes les cellules unitaires.
Pour les bords haut/bas, la diffe´rence des parame`tres d’ordre 0 (ah − ab) est
pre´dominante devant celle des autres ordres. Pour les trois autres ordres, la valeur
moyenne est du meˆme ordre de grandeur que leur e´cart-type ce qui signifie que nous
ne pouvons pas conclure pertinemment sur la pe´riodicite´ de ces bords. Pour les bords
gauche et droit, nous obtenons les meˆmes re´sultats a` l’exception du cas a` 30 degre´s
ou` les quatre termes ont une moyenne ne´gligeable.
Cette analyse confirme que la de´formation des cellules e´le´mentaires est due a` un
gradient macroscopique constant et a` un champ de de´placement pe´riodique prenant
en compte les effets microscopiques. Ce re´sultat est confirme´ expe´rimentalement
graˆce a` la corre´lation d’images microscopique, il s’e´tend ici au cas des de´formations
plastiques significatives.
Recherche des cellules non pe´riodiques : A cause de la grande variabilite´ des
re´sultats montre´e par l’e´cart-type, nous choisissons de supprimer de l’analyse les cel-
lules ayant une cine´matique non pe´riodique afin de calculer une nouvelle moyenne et
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.4 – E´volution de la pe´riodicite´ entre les bords haut/bas des quatre pa-
rame`tres (a, b, c et d) pour les trois orientations du re´seau. La valeur moyenne
(courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont trace´s en fonction de la de´formation
moyenne de la re´gion d’e´tude.
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.5 – E´volution de la pe´riodicite´ entre les bords gauche/droite des quatre
parame`tres (a, b, c et d) pour les trois orientations du re´seau. La valeur moyenne
(courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont trace´s en fonction de la de´formation
moyenne de la re´gion d’e´tude.
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Analyse de la pe´riodicite´
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.6 – E´volution de la pe´riodicite´ entre les bords haut/bas des quatre pa-
rame`tres (a, b, c et d) pour les trois orientations du re´seau. La valeur moyenne
(courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont trace´s en fonction de la de´formation
moyenne de la re´gion d’e´tude. Les nouvelles valeurs sont trace´es en pointille´s.
un nouvel e´cart-type. Pour cela, nous de´cidons de supprimer de l’analyse les cellules
unitaires ayant un des trois termes (ordre 1, 2 ou 3) refle´tant la pe´riodicite´ en dehors
de l’intervalle [moyenne ± 1.5 x e´cart-type] de´finis par les Figures 3.4 et 3.5. La nou-
velle moyenne et le nouvel e´cart-type calcule´s pour les bords homologues haut/bas
et pour les bords droit/gauche sont respectivement trace´s sur la Figure 3.6, 3.7.
Pour chaque orientation du re´seau, le choix d’un seul terme refle´tant la pe´riodicite´
(de degre´ 1 (bh − bb), 2 (ch − cb) ou 3 (dh − db)) est fait par souci de clarte´ des
images. Le re´sultat est analogue pour les deux degre´s manquants. La suppression
des cellules avec une re´ponse non pe´riodique diminue d’un facteur 2.5 a` 4 l’e´cart-
type des termes refle´tant la pe´riodicite´. La valeur moyenne diminue nettement moins
(rapport compris entre 1.3 et 1.6). Ainsi l’e´cart-type devient infe´rieur a` la moyenne
pour toutes les orientations du re´seau et pour l’ensemble des deux couples de bords
homologues. Nous pouvons donc en conclure que les cellules unitaires ainsi choisies
ont une cine´matique pe´riodique.
3.2.3 Zone de transition
Les cellules unitaires e´limine´es de l’analyse pre´ce´dente sont pointe´es en bleu
sur la Figure 3.8 ou` chaque quadrangle repre´sente une cellule unitaire. Ces cellules
unitaires ont une cine´matique non pe´riodique pour au moins un des deux couples
de bords homologues (droit/gauche ou haut/bas).
Certaines cellules unitaires apparaissent a` l’inte´rieur du re´seau de trous sur la
Figure 3.8. La cine´matique non pe´riodique de ces cellules est due aux erreurs de la
corre´lation d’images (mouchetis trop grossier par endroit). Toutes les autres cellules
unitaires ayant une cine´matique non pe´riodique se trouvent dans la zone de transition
entre le mate´riau he´te´roge`ne et le mate´riau homoge`ne. L’e´paisseur de cette zone de
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.7 – E´volution de la pe´riodicite´ entre les bords gauche/droite des quatre
parame`tres (a, b, c et d) pour les trois orientations du re´seau. La valeur moyenne
(courbe bleue) et l’e´cart-type (en rouge) sont trace´s en fonction de la de´formation
moyenne de la re´gion d’e´tude. Les nouvelles valeurs sont trace´es en pointille´s.
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.8 – Les cellules unitaires avec une cine´matique non pe´riodique (entre les
bords haut/bas et gauche/droite) sont pointe´es dans la zone architecture´e pour les
trois orientations du re´seau.
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Analyse de la pe´riodicite´
(a) 0o (b) 30o (c) 45o
Figure 3.9 – De´formation du contour de la cellule unitaire place´e au milieu a`
droite de la zone architecture´e pour les trois orientations du re´seau. Le contour
initial, en rouge, est compare´ au contour obtenu par DIC macroscopique (bleu) et
microscopique (noir).
transition est d’une cellule unitaire environ.
La de´formation de la cellule unitaire place´e au milieu a` droite de la zone archi-
tecture´e du re´seau a` 0 degre´ est repre´sente´e sur la Figure 3.9. Cette cellule a une
re´ponse non pe´riodique. Remarquons que son bord gauche est lie´ a` la zone archi-
tecture´e alors que les trois autres bords sont lie´s au mate´riau homoge`ne. Si l’on
compare la Figure 3.8 avec la Figure 3.1, les de´formations de la cellule unitaire sont
comple`tement diffe´rentes. Cette cellule est principalement charge´e en traction. Alors
qu’avec l’inclinaison du re´seau (a` 30 et 45 degre´s), les cellules du centre ont un im-
portant chargement en cisaillement, ici seul le bord gauche de la cellule conserve
l’effet du cisaillement. A 0 degre´, la cellule est toujours soumise a` une traction uni-
axiale mais le fait qu’elle soit entoure´e du mate´riau homoge`ne fait ressortir l’effet
du coefficient de Poisson sur les bords haut, droit et gauche ou` le trou accentue la
distorsion des bords.
3.2.4 Comparaison du gradient microscopique au gradient
macroscopique
Dans le cas ou` le re´seau n’est pas incline´, la direction du chargement correspond
a` la normale aux bords haut et bas. Ainsi une mesure microscopique des termes
diagonaux du gradient de la transformation peut eˆtre obtenue simplement graˆce a`
la projection sur la base polynomiale (l’abscisse curviligne varie entre −1 et 1). Nous
avons donc :
εm11 =
ad − ag
2
and εm22 =
ah − ab
2
(3.8)
ou` εm11 et ε
m
22 sont les composantes transverse et longitudinale par rapport a` la di-
rection de chargement verticale du gradient de la transformation. D’autre part, la
corre´lation d’images a` l’e´chelle macroscopique pour laquelle une cellule e´le´mentaire
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Composante longitudinale (b) Composante transverse
Figure 3.10 – Comparaison des de´formations mesure´es directement par la DIC
macroscopique (courbe bleue) et les de´formations calcule´es a` partir de l’analyse
des de´formations du contour des cellules unitaires par DIC microscopique (courbe
rouge). La composante longitudinale du tenseur des de´formations (le long du char-
gement) et la composante transverse (orthogonale au chargement) sont trace´es en
fonction de la de´formation moyenne de la re´gion d’e´tude.
est repre´sente´e par un quadrangle nous donne aussi une estimation de ces deux
meˆmes composantes du gradient de la transformation. La comparaison de ces com-
posantes est pre´sente´e sur la Figure 3.10.
Ces deux approches de la mesure du tenseur du gradient de la transformation
macroscopique donnent des re´sultat tre`s proches. Une erreur de 1, 5% est obtenue
en moyenne au cours de la de´formation de la re´gion d’e´tude. Ainsi les de´formations
macroscopiques calcule´es a` partir du de´placement microscopique expe´rimental sont
en accord avec une mesure directe de la de´formation macroscopique.
3.2.5 Bilan
Nous calculons le de´placement du contour de chaque cellule unitaire graˆce au
de´placement extrait de la corre´lation d’images a` l’e´chelle microscopique. Pour chaque
bord de chaque cellule unitaire nous projetons ce de´placement sur une base poly-
nomiale de degre´ 3. Une e´tude statistique est alors mene´e sur ces parame`tres pour
caracte´riser la re´ponse pe´riodique des cellules unitaires. Il a e´te´ montre´ que les
cellules qui n’ont pas une cine´matique pe´riodique sont les cellules de la zone de
transition entre le mate´riau he´te´roge`ne et homoge`ne. Dans le cas de notre struc-
ture architecture´e (une plaque perce´e avec des trous) la zone de transition se limite
a` une couronne d’e´paisseur une seule cellule unitaire environ. Cette analyse a e´te´
mene´e pour des de´formation plastique allant jusqu’a` l’apparition d’une fissure et
sous diverses sollicitations de la cellule unitaire combinant traction et cisaillement.
Dans notre cas, la zone de transition a une largeur tre`s faible : une cellule uni-
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
taire environ. Le second mate´riau de la plaque, le vide, est un mate´riau infiniment
souple. Pour les cellules de la zone de transition, les bords en contact avec le mate´riau
homoge`ne ont une de´formation particulie`re lie´e a` l’orientation du re´seau de trous.
Comme le trou autorise une grande de´formation locale, les bords en contact avec
l’inte´rieur de la zone architecture´e se de´forment comme l’inte´rieur de la zone archi-
tecture´e. Au contraire si le trou avait contenu un mate´riau infiniment rigide alors
la de´formation locale des trous aurait e´te´ faible et les bords en contact avec la zone
architecture´e auraient conserve´ une partie de la de´formation venant du mate´riau
homoge`ne sur la seconde couronne exte´rieure et ainsi de suite jusqu’a` disparition de
l’effet.
Le de´placement du contour des cellules unitaires de la zone de transition est
non pe´riodique. Dans les sche´mas d’homoge´ne´isation, l’application de conditions
aux limites cine´matiques line´aire ou pe´riodique usuelles ne sera donc pas suffisant
pour imposer ces de´formations sur le contour. Nous allons maintenant suivre les
de´marches de Kouznetsova, Kaczmarczyk ou Forest [KOU 04, KAC 08, FOR 11] et
utiliser des conditions aux limites d’ordre supe´rieur en enrichissant le milieu ma-
croscopique. Nous construisons quatre sche´mas d’homoge´ne´isation pour chercher
quelles conditions aux limites doivent eˆtre applique´es sur les cellules de la zone de
transition.
3.3 Simulation des conditions aux limites d’ordre
supe´rieur
Cette section s’inte´resse a` la de´finition des conditions aux limites pour des
sche´mas d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. La corre´lation d’images microscopique
donne le re´sultat expe´rimental de la de´formation des cellules. Avec ces de´formations,
les tenseurs de de´formation macroscopiques (premier ordre et second ordre) sont
calcule´s. Les conditions aux limites des sche´mas d’homoge´ne´isation pe´riodique
du premier et du second ordre et des sche´mas d’homoge´ne´isation cine´matique
du deuxie`me et du troisie`me ordre sont calcule´es a` partir de ces tenseurs de
de´formations expe´rimentaux. Ces conditions sont ensuite applique´es avec une si-
mulation nume´rique sur les cellules unitaires et le re´sultat est compare´ au contour
expe´rimental calcule´ avec la corre´lation d’images.
Le re´sultat expe´rimental utilise´ pour cette e´tude est le de´placement obtenu au
dernier pas de la corre´lation d’images effectue´e. Ce de´placement correspond donc a`
une de´formation moyenne du re´seau de trous d’environ 21% pour l’inclinaison de
0o, 23% pour l’inclinaison de 30o et 24% pour l’inclinaison a` 45o. Une projection du
de´placement expe´rimental sur une base polynomiale permet d’extraire les tenseurs
de la transformation macroscopique servant a` imposer les conditions aux limites
d’ordre supe´rieur.
Parmi toutes les cellules unitaires, une cellule avec une cine´matique pe´riodique
et trois cellules non pe´riodiques sont extraites dans la Section 3.3.3. La cellule
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1(−1,−1) 2(−1,1)
3(1,1)4(−1,1)
x
y
(0,0)
~NR
~NT
~NL
~NB
Figure 3.11 – Repre´sentation sche´matique de la cellule unitaire non de´forme´e pour
l’identification des tenseur F and G.
pe´riodique permet d’examiner l’inte´reˆt d’un sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique
du second ordre par rapport au sche´ma du premier ordre. Cette comparaison
se fait a` travers un e´cart sur le contour obtenu par rapport au contour mesure´
expe´rimentalement par corre´lation d’images. La Section 3.3.4 s’inte´resse au cas des
cellules avec une cine´matique non pe´riodique : quatre sche´mas d’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur y sont compare´s en terme de contour et d’e´nergie dissipe´e.
3.3.1 Diffe´rents types de conditions aux limites en
de´placement
3.3.1.1 Projection du de´placement du contour
Seul le de´placement du contour est extrait pour chaque cellule unitaire. La cellule
unitaire non de´forme´e est centre´e sur l’origine du repe`re carte´sien et les coordonne´es
sont ramene´es a` des valeurs dans l’intervalle [−1, 1] comme le montre la Figure 3.11.
Lors de cette e´tape, les mouvements de corps rigides sont supprime´s avant la pro-
jection sur une base polynomiale de degre´ 3. Le choix de cette base est, comme
pre´ce´demment, lie´ aux sollicitations en traction et cisaillement. La projection de
chaque direction du de´placement sur le polynoˆme de degre´ 3 s’e´crit :
uci(x, y) =
3∑
m=0
3−m∑
n=0
(αi(4m+n).x
m.yn) (3.9)
ou` les termes αi sont l’ensemble des coefficients inconnus pour la direction i du
de´placement et (x, y) sont les coordonne´es locales d’un point du contour. Les termes
inconnus sont identifie´s a` partir du de´placement de tous les nœuds du contour des
cellules. Le syste`me a donc n e´quations ou` n est le nombre de nœuds du contour et
s’e´crit sous forme matricielle comme suit :
LV = U , (3.10)
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0 degre´s 30 degre´s 45 degre´s
E´cart 0.075 0.039 0.052
Table 3.1 – E´cart de l’identification du polynoˆme de degre´ 3 du de´placement du
contour de la cellule centrale par rapport au de´placement expe´rimental.
ou` U est le vecteur regroupant les de´placements aux nœuds, L la matrice regroupant
les valeurs de la forme polynomiale et V le vecteur regroupant les termes inconnus.
Ces termes sont identifie´s par moindres carre´s, le nombre d’e´quations e´tant supe´rieur
au nombre de coefficients inconnus. Avec l’identification de la forme polynomiale, la
norme L1 de l’e´cart de l’identification par rapport a` la mesure expe´rimentale est :
Ecart =
n∑
i
|uc − ue|
n∑
i
|ue|
(3.11)
ou` uc et ue sont respectivement le de´placement construit a` partir de l’identification
et le de´placement expe´rimental du contour de la cellule unitaire. L’e´cart par rap-
port a` la mesure expe´rimentale est donne´ dans la Table 3.1 pour l’identification du
de´placement du contour de la cellule centrale pour chaque orientation du re´seau.
L’ordre de grandeur de l’e´cart, infe´rieur a` 7.5%, justifie le choix du degre´ 3 de la
base polynomiale pour calibrer le de´placement.
3.3.1.2 Conditions aux limites pe´riodiques d’ordre un et deux
Nous souhaitons comparer les deux sche´mas d’homoge´ne´isation pe´riodique, le
sche´ma classique du premier ordre et le sche´ma du second ordre. Les conditions
aux limites pe´riodiques du premier ordre sont de´finies dans la Section 3.2.1.3 avec
l’E´quation (3.5) pour les bords gauche et droit. Les bords haut et bas sont contraints
de manie`re similaire. Les bords homologues ont donc une liberte´ de de´formation (ils
peuvent se courber par exemple) mais la diffe´rence entre deux points homologues
doit rester constante. Les conditions aux limites du premier ordre ne de´pendent que
du gradient de la transformation FM .
L’obtention des conditions aux limites du sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique
du second ordre est de´taille´e sur l’Annexe A. Le champ microscopique inconnu est
suppose´ pe´riodique sur les bords. En soustrayant le de´placement de deux points
homologues pour supprimer le champ inconnu, nous obtenons une relation de
contrainte entre les de´placements de ces deux points donne´e par l’E´quation (A.7)
re´e´crite ci-dessous : {
umd − umg = LFM .Nd + LYsNhGMNd
umh − umb = LFM .Nh + LXsNhGMNd
(3.12)
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
Cette relation fait intervenir le gradient de la transformation mais aussi son gradient.
Chaque paire de points homologues est contrainte par cette relation qui de´pend de
la position d’origine des points. Ainsi les bords homologues ne sont plus contraints
par un scalaire mais par une relation line´aire. Une seconde relation doit alors eˆtre
ajoute´e pour imposer les tenseurs de de´formation en moyenne sur la cellule. Elle est
donne´e par l’E´quation (A.21) re´e´crite ci-dessous :
∫
Γ0L
umL dΓ0 = (−
L2
2
)FM .ex +
L3
8
ex.G
M .ex +
L3
24
ey.G
M .ey∫
Γ0B
umBdΓ0 = (−
L2
2
)FM .ey +
L3
24
ex.G
M .ex +
L3
8
ey.G
M .ey.
(3.13)
Remarquons que dans le cas des conditions aux limites du premier ordre, le tenseur
de de´formation est implicitement impose´ en moyenne par les relations de pe´riodicite´
classiques.
Identification des tenseurs FM et GM : Les tenseurs du gradient de la
transformation et son gradient sont calcule´s a` partir du de´placement mesure´
expe´rimentalement projete´ sur la base polynomiale. Les tenseurs s’e´crivent en fonc-
tion des de´rive´es des de´placements comme suit :{
FMij = u
c
i,j ei ej
GMijk = u
c
j,ki ei ej ek.
(3.14)
Dans l’e´quation pre´ce´dente, en remplac¸ant l’expression du de´placement provenant
de l’e´quation (3.9), les tenseurs de de´formation FM et GM s’e´crivent :
FMij =
(
3∑
m=0
3−m∑
n=0
(αi(4m+n).x
m.yn)
)
,j
ei ej
GMijk =
(
3∑
m=0
3−m∑
n=0
(αj(4m+n).x
m.yn)
)
,ki
ei ej ek,
(3.15)
ou` les indices {i, j, k} sont e´gaux successivement aux indices {x, y}. Les termes des
tenseurs FM et GM sont facilement calculables par de´rivation du polynoˆme. Nous
conside´rons la cellule unitaire comme un quadrangle et de´cidons d’utiliser quatre
points de Gauss re´partis classiquement dans la cellule pour calculer les tenseurs de
de´formation au centre (moyenne des valeurs aux points de Gauss). Ces tenseurs
moyens sont ensuite utilise´s pour appliquer les conditions aux limites pe´riodiques
sur les cellules e´le´mentaires.
3.3.1.3 Condition aux limites cine´matiques de degre´ 2 et 3
Des conditions aux limites cine´matiques sont aussi applique´es directement. Pour
ce faire, au lieu d’imposer une diffe´rence de de´placement entre deux bords homo-
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logues qui autorisent une liberte´ de de´formation, nous imposons le de´placement di-
rectement sur tous les bords. Pour des conditions aux limites cine´matiques de degre´
2, le de´placement microscopique est applique´ avec le gradient de la transformation
et son gradient :
um2 = FM .X +
1
2
X.GM .X. (3.16)
Ces conditions aux limites sont dites paraboliques puisque les bords peuvent avoir
au plus une de´formation parabolique.
La limitation de la de´formation des bords avec les conditions aux limites
cine´matiques pre´ce´dentes est e´vidente. Il a e´te´ vu dans la Section 3.2.1.2 l’impor-
tance des parame`tres dh et dd (ordre 3) dans l’identification de la de´formation du
bord des cellules unitaires par rapport aux parame`tres ch et cd (ordre 2) en parti-
culier dans le cas des sollicitations en cisaillement. L’ide´e est donc d’imple´menter
des conditions aux limites cine´matiques de degre´ 3. Pour cela, le de´placement mi-
croscopique s’e´crit en fonction du gradient de la transformation FM et de ces deux
gradients successifs GM et ∇GM comme suit :
um3 = FM .X +
1
2
X.GM .X +
1
3
(XT .X).∇GM .X. (3.17)
L’identification du troisie`me gradient de la transformation a` partir du de´placement
mesure´ expe´rimentalement est trop bruite´e pour eˆtre utilise´e. Mais le de´placement
expe´rimental du contour des cellules a e´te´ projete´ sur un polynoˆme de degre´ 3
de´crit dans la Section 3.3.1.1. Nous de´cidons donc d’utiliser ce de´placement comme
conditions aux limites cine´matiques de degre´ 3. Les conditions aux limites sont donc
e´gales a` :
um3 = u
c. (3.18)
Ces conditions aux limites sont dites cubiques avec l’apport du degre´ 3 dans la prise
en compte de la de´formation des bords.
3.3.2 E´tude des effets des conditions aux limites d’ordre
supe´rieures sur la re´ponse des cellules unitaires
3.3.2.1 Mode`le e´le´ments finis
Les simulations e´le´ments finis sont re´alise´es a` l’aide du logiciel Cast3M. Le com-
portement du mate´riau utilise´ a e´te´ pre´sente´ dans la Section 2.2.2 et imple´mente´
dans le code. Toutes les simulations sont mene´es dans le repe`re lie´ a` la cellule a`
0 degre´. Ce choix permet d’appliquer des conditions aux limites simples (surtout
dans le cas pe´riodique ou` il faut calculer les normales pour imposer les conditions de
pe´riodicite´) mais oblige a` tourner le chargement dans les cas a` 30 et 45 degre´s. Pour
cela, il suffit de connaˆıtre l’angle d’inclinaison du chargement, puis d’appliquer les
relations de rotations aux tenseurs a` l’aide de la matrice de rotation entre les deux
repe`res.
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Figure 3.12 – Comparaison de la de´formation du contour de la cellule centrale avec
un mode`le en 2D contraintes planes et un mode`le 3D.
Les simulations nume´riques sont tout d’abord re´alise´es en trois dimensions (3D).
En effet a` l’e´chelle de la plaque, l’hypothe`se des contraintes planes est valide´e puisque
l’e´paisseur de la plaque (1 mm) est petite devant la largeur (65 mm). Mais a` l’e´chelle
microscopique, cette hypothe`se peut eˆtre remise en question puisque la cellule uni-
taire est en re´alite´ un cube (1 mm de coˆte´). Nous supposons que la direction z est la
direction de l’e´paisseur et les directions x, y sont les directions du plan moyen de la
plaque. Notre e´tude compare le de´placement (ux, uy) du plan moyen des cellules au
de´placement expe´rimental qui n’est connu que dans ce meˆme plan par corre´lation
d’images.
Comparaison 3D - 2D contraintes planes : Des simulations en deux dimen-
sions (2D) contraintes planes et 3D sont donc mene´es sur la cellule centrale pour les
trois orientations du re´seau. Nous cherchons a` ve´rifier si nous pouvons remplacer les
simulations 3D par des simulations 2D en contraintes planes bien plus rapides. La
cellule est soumise a` des sollicitations de traction et cisaillement couple´es, provenant
de chaque orientation du re´seau de trous. Les conditions aux limites pe´riodiques
usuelles sont utilise´es pour les simulations 2D et 3D. Pour la simulation 3D, le
de´placement hors-plan (uzz) est bloque´ sur une surface (condition de syme´trie) et la
seconde est laisse´e libre. Seul le re´sultat de cette surface nous inte´resse. Nous com-
parons les de´placements (ux, uy) du contour des deux simulations sur la Figure 3.15.
Pour chaque orientation du re´seau, l’hypothe`se cine´matique n’a pas d’incidence sur
le de´placement du contour dans le plan.
Les simulations 3D permettent quand meˆme de re´cupe´rer le de´placement normal
aux surfaces supe´rieures et infe´rieures de la plaque. Ces de´placements hors-plan sont
repre´sente´s sur la ge´ome´trie initiale de la cellule unitaire sur la Figure 3.13. Pour
les trois orientations du re´seau de trous, le de´placement hors-plan est pilote´ par
la direction du chargement. Le chargement en traction dans la cellule entraˆıne une
striction due a` l’effet Poisson dans les deux sens perpendiculaires au chargement.
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.13 – Visualisation du de´placement hors plan des simulations 3D avec la
face du haut bloque´ en de´placement.
Ainsi avec la rotation du chargement, l’effet de striction hors-plan tourne, paralle`le
a` un coˆte´ a` 0 degre´s, diagonal a` 45 degre´s et entre les deux a` 30 degre´s.
Au vu des re´sultats pre´ce´dents, nous de´cidons que les simulations nume´riques
seront mene´es en deux dimensions et en contraintes planes.
3.3.2.2 Me´thodologie
Nous commenc¸ons par e´tudier l’influence du sche´ma d’homoge´ne´isation sur une
cellule unitaire avec une cine´matique pe´riodique dans la Section 3.3.3. La cellule cen-
trale est choisie pour cette e´tude. Les re´sultats sur le de´placement du contour des
sche´mas d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre et du second ordre, expli-
cite´s dans la Section 3.3.1.2, sont compare´s au de´placement mesure´ par la corre´lation
d’images. Cette analyse a pour but d’estimer l’ame´lioration que pourrait apporter
le mode`le d’un milieu du second ordre a` l’e´chelle macroscopique.
Dans la Section 3.3.4, la re´ponse non pe´riodique des cellules de la zone de tran-
sition est e´tudie´e. Pour e´tudier les effets des ordres supe´rieurs sur le contour, quatre
sche´mas d’homoge´ne´isation sont teste´s : les sche´mas pe´riodiques du premier ordre
et du second ordre et les sche´mas cine´matiques parabolique et cubique explicite´s
dans la Section 3.3.1.3. Le but de cette analyse est de reproduire les conditions aux
limites non pe´riodiques du contour a` partir de sche´mas d’homoge´ne´isation d’ordre
supe´rieur.
Le de´placement des cellules unitaires pour cette analyse est le de´placement ob-
tenu lors du dernier pas de corre´lation d’images effectue´. Les contours simule´s pour
les cas a` 30o et 45o sont ramene´s dans le repe`re de la cellule non-incline´e. Les
simulations sont re´alise´es avec le logiciel Cast3M, le comportement du mate´riau
e´tant e´lasto-plastique, nous avons utilise´ un chargement incre´mental de´crit par la
Figure 3.14 en fonction du nume´ro du pas.
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
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Figure 3.14 – Taux de chargement applique´ aux conditions aux limites en fonction
du nume´ro de chargement.
Crite`res de comparaison des me´thodes : Le premier crite`re de comparaison
est la comparaison du contour obtenu par les diffe´rents sche´mas d’homoge´ne´isation.
Pour cela, une norme L1, de´finie dans la Section 3.3.1.1 est utilise´e pour cal-
culer l’e´cart entre les de´placements de chacun des sche´mas vis-a`-vis du re´sultat
expe´rimental. Les de´placements et rotation de corps rigide sont pre´alablement sup-
prime´s du re´sultat de chaque sche´ma d’homoge´ne´isation. Le second crite`re de compa-
raison est l’e´nergie totale dissipe´e au cours de la de´formation. Elle est calcule´e pour
chaque sche´ma d’homoge´ne´isation et compare´e a` l’e´nergie expe´rimentale. L’e´nergie
expe´rimentale est calcule´e par e´le´ments finis avec le meˆme maillage en imposant sur
le contour de la cellule unitaire le de´placement expe´rimental mesure´ par la corre´lation
d’images.
3.3.3 Cellule unitaire pe´riodique ide´ale
La cellule pe´riodique e´tudie´e est la cellule centrale que l’on peut supposer la plus
pe´riodique. Les sche´mas d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre et du second
ordre sont compare´s en terme d’e´cart de de´placement du contour par rapport a` la
mesure expe´rimentale de la cellule. Le contour de la cellule pour les trois orientations
du re´seau est pre´sente´e sur la Figure 3.15.
Les re´sultats en terme d’e´cart a` la mesure expe´rimentale sont de´taille´s sur la
Table 3.2. Dans le cas du re´seau non incline´, la cellule est charge´e uniquement en
traction. Le sche´ma d’homoge´ne´isation du premier ordre pe´riodique est aussi pre´cis
que le sche´ma du second ordre avec un e´cart autour des 8%. Avec l’inclinaison du
re´seau de trous, le sche´ma d’homoge´ne´isation du second ordre n’ame´liore pas le
re´sultat par rapport au premier ordre quand la cellule est charge´e en traction et
cisaillement.
Il en re´sulte que le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre est
un bon sche´ma d’homoge´ne´isation dans le cas d’une cellule avec une cine´matique
pe´riodique.
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.15 – De´formation du contour de la cellule unitaire pe´riodique pour les trois
orientations : en rouge le re´sultat du sche´ma d’homoge´ne´isation du premier-ordre et
en magenta le re´sultat du sche´ma d’homoge´ne´isation du second-ordre.
Sche´ma d’homoge´ne´isation 0 degre´s 30 degre´s 45 degre´s
1er ordre pe´riodique 0.075 0.052 0.044
2nd ordre pe´riodique 0.086 0.057 0.045
Table 3.2 – E´cart du contour des deux sche´mas d’homoge´ne´isation au re´sultat
expe´rimental pour la cellule unitaire pe´riodique ide´ale.
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
Figure 3.16 – Localisation des trois cellules unitaires du bord avec une cine´matique
non pe´riodique choisies pour comparer les diffe´rentes me´thodes d’homoge´ne´isation.
3.3.4 Cellules unitaires du bord
Au contraire de la cellule unitaire centrale, les cellules de la zone de transition
ont une cine´matique non pe´riodique. Le but d’augmenter l’ordre des me´thodes d’ho-
moge´ne´isation est de de´ge´ne´rer les conditions aux limites pe´riodiques classiques en
conditions aux limites ”non pe´riodiques”. Trois cellules avec une cine´matique non
pe´riodique chacune diffe´rente sont extraites de la plaque non incline´e. Ces trois cel-
lules sont repre´sente´es sur la Figure 3.16 pour le cas du re´seau non incline´.
La premie`re cellule unitaire, appele´e cellule C1, est localise´e en haut au centre
du re´seau de trous. Cette cellule a le bord haut lie´ au mate´riau homoge`ne alors que
les autres bords sont lie´s au re´seau de trous. La seconde cellule unitaire, appele´e
cellule C2, est localise´e a` l’extre´mite´ droite de la ligne incline´e a` 45 degre´s par
rapport au re´seau de trous. Cette cellule a les bords haut et droit lie´s au mate´riau
homoge`ne et les deux autres bords lie´s au re´seau de trous. La troisie`me cellule
unitaire, appele´e cellule C3, est localise´e a` droite de la ligne centrale horizontale du
re´seau de trous. Cette cellule (unique avec son oppose´ coˆte´ gauche) a trois bords lie´s
au mate´riau homoge`ne et le bord gauche lie´ au re´seau de trous. Ces trois cellules
unitaires repre´sentent les diffe´rentes cine´matiques de de´formation de l’ensemble des
cellules de la zone de transition.
3.3.4.1 Cellule unitaire C1
Les re´sultats de la de´formation du contour de la cellule unitaire appele´e C1
pour les trois orientations du re´seau sont pre´sente´s sur la Figure 3.17. Dans le cas
a` 0o degre´, la cellule unitaire est charge´e en traction comme la cellule pe´riodique
pre´sente´e dans la Section 3.3.3. Le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier
ordre est donc aussi pertinent que celui du second ordre pour pre´dire la cine´matique
de la cellule (e´cart a` la mesure expe´rimentale entre 12.5% et 14.5%). Les deux
sche´mas d’homoge´ne´isation cine´matiques donnent des re´sultats plus pre´cis avec une
e´cart infe´rieur a` 7.6%. Toutes les valeurs de l’e´cart a` la mesure expe´rimentale sont
pre´sente´es dans la Table 3.3.
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.17 – Re´sultat du de´placement du contour de la cellule unitaire C1 pour les
quatre sche´ma d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du premier ordre,
en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma cine´matique
parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la de´formation
expe´rimentale.
Cellule C1 0 degre´s 30 degre´s 45 degre´s
1er ordre pe´riodique 0.125 0.113 0.132
2nd ordre pe´riodique 0.146 0.055 0.067
Cine´matique parabolique 0.076 0.128 0.20
Cine´matique cubique 0.054 0.047 0.052
Table 3.3 – E´cart du contour des quatre sche´mas d’homoge´ne´isation au re´sultat
expe´rimental pour la cellule unitaire C1.
Quand le re´seau de trous s’incline, le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du
premier ordre conserve un e´cart similaire au premier cas (autour de 12%). Alors
que le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du second ordre est plus pre´cis : l’e´cart
diminue pour atteindre 6%. Pour ces deux cas, nous pouvons remarquer que les
bords haut et bas ont une de´formation diffe´rente (le cisaillement est moins repris
par le bord haut avec la pre´sence du mate´riau homoge`ne) ce qui explique que le
sche´ma du second ordre pre´dise mieux la cine´matique du contour de la cellule. Nous
pouvons remarquer qu’un sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique parabolique ne
peut pas pre´dire la de´formation due au cisaillement de la cellule unitaire (tout comme
le sche´ma cine´matique line´aire). Seul un sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique
cubique prend en compte le cisaillement et donne les re´sultats les plus pre´cis avec
un e´cart autour de 5% pour toutes les orientations du re´seau.
Les re´sultats en terme d’e´nergie dissipe´e au cours de la de´formation de la
cellule sont pre´sente´s sur la Figure 3.18. Pour les trois orientations du re´seau,
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.18 – E´nergie dissipe´e lors de la de´formation de la cellule unitaire C1
pour les quatre sche´mas d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du pre-
mier ordre, en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma
cine´matique parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la
de´formation expe´rimentale.
l’e´nergie dissipe´e par le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du second ordre est
plus proche de l’e´nergie dissipe´e expe´rimentale au cours de la de´formation que
celle dissipe´e par le sche´ma du premier ordre. L’e´cart final est de 8% pour l’in-
clinaison a` 45 degre´s et moins de 3% dans les deux autres cas. Le sche´ma d’ho-
moge´ne´isation cine´matique cubique est le plus pre´cis en terme d’e´nergie dissipe´e
par rapport a` la simulation expe´rimentale (a` l’exception du cas a` 30 degre´s). Alors
que le sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique parabolique a une e´nergie e´loigne´e de
l’e´nergie expe´rimentale quand le re´seau de trous est incline´.
3.3.4.2 Cellule unitaire C2
Les re´sultats du contour de la cellule unitaire appele´e C2 pour les trois orien-
tations du re´seau sont pre´sente´s sur la Figure 3.19. Cette cellule unitaire a une
cine´matique non pe´riodique prononce´e entre deux bords homologues. Pour le cas
du re´seau non incline´, la cellule est principalement charge´e en traction (le mate´riau
homoge`ne pre´sent sur la droite entraˆınant une rotation des bords). Le sche´ma d’ho-
moge´ne´isation pe´riodique du second ordre et les deux sche´mas cine´matiques rendent
bien compte de la perte de pe´riodicite´ entre les bords homologues comme le montre
la Figure 3.19(a). Alors que le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier
ordre conserve cette pe´riodicite´ des bords homologues ce qui entraˆıne un e´cart a`
la mesure expe´rimentale important sur le contour (27%). Le sche´ma pe´riodique du
second ordre a une erreur proche de 10% comme le sche´ma cine´matique parabolique.
Le sche´ma d’homoge´ne´isation le plus pre´cis est le sche´ma cine´matique cubique avec
un e´cart de 4%. Les valeurs de l’e´cart a` la mesure expe´rimentale sont pre´sente´es
dans la Table 3.4.
Quand le re´seau de trous s’incline, la perte de pe´riodicite´ est moins prononce´e
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.19 – Re´sultat du de´placement du contour de la cellule unitaire C2 pour les
quatre sche´ma d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du premier ordre,
en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma cine´matique
parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la de´formation
expe´rimentale.
Cellule C2 0 degre´s 30 degre´s 45 degre´s
1er ordre pe´riodique 0.27 0.18 0.166
2nd ordre pe´riodique 0.125 0.082 0.099
Cine´matique parabolique 0.113 0.136 0.174
Cine´matique cubique 0.04 0.064 0.08
Table 3.4 – E´cart du contour des quatre sche´mas d’homoge´ne´isation au re´sultat
expe´rimental pour la cellule unitaire C2.
et le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre ame`ne a` un re´sultat
plus pre´cis que dans le premier cas avec un e´cart qui reste significatif (autour de
17%). Le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du second ordre donne une meilleure
pre´cision. L’e´cart a` la mesure expe´rimentale est divise´ par 2 (infe´rieur a` 10%). Le
sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique cubique est le sche´ma le plus pre´cis avec un
e´cart autour des 7% alors que le sche´ma cine´matique parabolique ne peut pas rendre
compte des effets de cisaillement (e´cart autour de 15%).
Les re´sultats en terme d’e´nergie dissipe´e au cours de la la de´formation de la cellule
sont pre´sente´s sur la Figure 3.20. En accord avec le re´sultat sur le contour, l’e´nergie
dissipe´e par le sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique cubique approche le mieux
l’e´nergie dissipe´e par la simulation de l’expe´rience alors que le sche´ma cine´matique
parabolique est le moins pre´cis. Bizarrement dans le cas a` 0 degre´, l’e´nergie dissipe´e
pre´vue par le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre est plus proche
de l’e´nergie dissipe´e expe´rimentale que celle obtenue avec le sche´ma pe´riodique du
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.20 – E´nergie dissipe´e lors de la de´formation de la cellule unitaire C2
pour les quatre sche´mas d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du pre-
mier ordre, en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma
cine´matique parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la
de´formation expe´rimentale.
second ordre alors que le contour obtenu est moins bon.
3.3.4.3 Cellule unitaire C3
Les re´sultats du contour de la cellule unitaire appele´e C3 pour les trois orienta-
tions du re´seau sont pre´sente´s sur la Figure 3.21. Dans le cas ou` le re´seau est non
incline´, cette cellule unitaire a des de´formations particulie`res puisqu’elle a trois bords
en contact avec le mate´riau homoge`ne et concentre les plus grandes de´formations.
En effet, elle est situe´e sur la ligne centrale, ou` la fissure apparaˆıt, menant a` la
de´chirure de la plaque. La cellule est sollicite´e en traction comme le montre la Fi-
gure 3.21(a). Le bord de gauche, lie´ au re´seau de trous, conserve le profil line´aire
des cellules a` l’inte´rieur du re´seau (voir Figure 3.1(a)) alors que le bord de droite se
de´forme en parabole a` cause de l’effet Poisson accentue´ par la pre´sence du trou. Le
seul sche´ma d’homoge´ne´isation qui arrive a` interpre´ter la de´formation du contour de
la cellule est le sche´ma cine´matique cubique. Les trois autres sche´mas ont un e´cart a`
la mesure expe´rimentale similaire autour de 12.5% alors que le sche´ma cine´matique
cubique est tre`s pre´cis avec un e´cart e´gal a` 2.5%. Les valeurs de l’e´cart a` la mesure
expe´rimentale sont pre´sente´es dans la Table 3.5.
Dans le cas a` 30 degre´s, les bords haut et bas concentrent l’effet de la traction et
se de´forment en parabole de courbure oppose´e accentue´e par l’effet du trou comme
le montre la Figure 3.21(b). Les bords gauche et droit conservent une de´formation
due au cisaillement qui est plus prononce´ pour le bord gauche puisque celui-ci est lie´
au re´seau de trous. Le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre est
limite´ pour interpre´ter ces conditions aux limites non pe´riodiques ce qui ame`ne a` un
e´cart de 17.5%. Le sche´ma pe´riodique du second ordre estime avec plus de pre´cision
la perte de pe´riodicite´ entre les bords gauche et droit ce qui ame`ne a` un e´cart de
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Simulation des conditions aux limites d’ordre supe´rieur
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.21 – Re´sultat du de´placement du contour de la cellule unitaire C3 pour les
quatre sche´mas d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du premier ordre,
en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma cine´matique
parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la de´formation
expe´rimentale.
Cellule C3 0 degre´s 30 degre´s 45 degre´s
1er ordre pe´riodique 0.125 0.175 0.162
2nd ordre pe´riodique 0.117 0.13 0.098
Cine´matique parabolique 0.136 0.16 0.068
Cine´matique cubique 0.025 0.057 0.04
Table 3.5 – E´cart du contour des quatre sche´mas d’homoge´ne´isation au re´sultat
expe´rimental pour la cellule unitaire C3.
13% (ce sche´ma ne peut pas re´ussir a` capturer les paraboles entre les bords haut
et bas). Le sche´ma cine´matique parabolique a un e´cart du meˆme ordre de grandeur
que le sche´ma pe´riodique du premier ordre (16%) ne parvenant pas a` reproduire le
contour expe´rimental de la cellule. Seul le sche´ma cine´matique cubique est pre´cis
avec un e´cart e´gal a` 5.7%.
Dans le cas a` 45 degre´s, les trois bords de la cellule en contact avec le mate´riau
homoge`ne restent droit alors que le bord gauche, lie´ au re´seau de trous, conserve
une de´formation due au cisaillement comme le montre la Figure 3.21(c). Pour cette
orientation, seul le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre ne par-
vient pas a` imposer correctement les conditions aux limites sur la cellule avec un
e´cart de 16%. En augmentant l’ordre du sche´ma pe´riodique, le contour est correcte-
ment pre´dit avec un e´cart de 10%. Les sche´mas d’homoge´ne´isation cine´matique sont
encore plus pre´cis avec un e´cart de 7% pour le sche´ma parabolique et 4% pour le
sche´ma cubique.
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
(a) Cas a` 0o (b) Cas a` 30o (c) Cas a` 45o
Figure 3.22 – E´nergie dissipe´e lors de la de´formation de la cellule unitaire C3
pour les quatre sche´mas d’homoge´ne´isation : en rouge le sche´ma pe´riodique du pre-
mier ordre, en magenta le sche´ma pe´riodique du second ordre, en bleu le sche´ma
cine´matique parabolique, en cyan le sche´ma cine´matique cubique et en noir la
de´formation expe´rimentale.
Les re´sultats en terme d’e´nergie dissipe´e au cours de la la de´formation de la
cellule sont pre´sente´s sur la Figure 3.22. Comme attendu dans le cas non incline´,
seul le sche´ma cine´matique cubique obtient la meˆme e´nergie dissipe´e que la simu-
lation de l’expe´rience lors de la de´formation. Les trois autres sche´mas de´passent de
10% l’e´nergie dissipe´e par rapport a` la simulation de l’expe´rience. Pour l’inclinaison
du re´seau a` 45 degre´s, les deux sche´mas pe´riodiques n’e´valuent pas correctement
l’e´nergie dissipe´e (11% en moins) par rapport a` la simulation de l’expe´rience alors
que les deux sche´mas cine´matiques sont plus pre`s (e´cart infe´rieur a` 4%). Pour l’incli-
naison du re´seau a` 30 degre´s, tous les sche´mas d’homoge´ne´isation approchent bien
l’e´nergie dissipe´e avec un e´cart infe´rieur a` 1.5%. Mais comme dans le cas de la cellule
C2, l’e´nergie dissipe´e par le sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier ordre
est plus proche que l’e´nergie dissipe´e par le sche´ma du second ordre alors que le
contour est moins pre´cis.
3.3.5 Conclusion sur l’inte´reˆt du milieu du second-ordre
Les cellules unitaires situe´es dans la zone de transition entre le mate´riau
he´te´roge`ne et homoge`ne perdent leur cine´matique pe´riodique usuelle entre ses bords
homologues. Ainsi pour prendre en compte cet effet, le sche´ma d’homoge´ne´isation
pe´riodique du premier ordre n’est plus suffisant. Nous avons teste´ trois sche´mas
d’homoge´ne´isation pour essayer de mieux rendre compte des conditions aux li-
mites particulie`res de ces cellules unitaires. L’apport du second gradient a` travers le
sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique du second ordre conduit a` une ame´lioration
inde´niable surtout en grandes de´formations et avec une sollicitation de cisaillement.
Dans le cas d’une traction uniaxiale en petites de´formations, le sche´ma du se-
cond ordre n’apporte pas d’avantage. De plus, dans le cas ou` la cellule unitaire
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Synthe`se
concentre la localisation des de´formations (cellule C3 a` 0 degre´), les sche´mas d’ho-
moge´ne´isation pe´riodiques ne peuvent repre´senter correctement les conditions aux
limites. Le sche´ma cine´matique cubique est le plus pre´cis dans ce cas. Le dernier
sche´ma d’homoge´ne´isation teste´ est le sche´ma cine´matique parabolique, celui-ci ne
parvient pas a` imposer des de´formations de cisaillement sur le contour.
Le second crite`re d’analyse des sche´mas d’homoge´ne´isation est l’e´nergie dissipe´e
dans le mode`le qui est compare´e a` celle obtenue par la simulation avec les condi-
tions aux limites provenant directement de l’expe´rience. De`s que la cellule unitaire
est sollicite´e en cisaillement, l’e´nergie dissipe´e par le sche´ma d’homoge´ne´isation
cine´matique parabolique est tre`s loin du re´sultat attendu. L’e´nergie dissipe´e par
le sche´ma pe´riodique du second ordre n’est pas force´ment plus pre´cise que l’e´nergie
dissipe´e que du sche´ma pe´riodique du premier ordre meˆme si le contour de la cellule
trouve´ est meilleur. Pour ces deux sche´mas, une liberte´ de de´formations du contour
est laisse´e puisque seul la diffe´rence de de´placement entre les points homologues
est impose´e mais ces de´placements sont impose´s en moyenne sur toute la cellule ce
qui explique que l’e´nergie dissipe´e soit du meˆme ordre de grandeur. L’e´nergie dis-
sipe´e ne peut donc pas eˆtre un crite`re discriminant entre les re´sultats des sche´mas
d’homoge´ne´isation pe´riodique.
3.4 Synthe`se
Les re´sultats de la corre´lation d’images microscopique ont permis de projeter
le de´placement du contour de chaque cellule unitaire sur une base polynomiale de
degre´ 3. Les parame`tres de´crivant la de´formation des bords pour caracte´riser la
re´ponse pe´riodique ont e´te´ analyse´s par une e´tude statistique. Les cellules unitaires
ayant une cine´matique non pe´riodique se situent dans la zone de transition entre le
mate´riau homoge`ne et he´te´roge`ne. L’e´paisseur de la zone de transition est d’une cel-
lule unitaire environ. Suivant les orientations du re´seau, les sollicitations des cellules
varient entre la traction et le cisaillement dans une grande plage de de´formation
plastique.
Les conditions aux limites de la cellule unitaire centrale, pe´riodique, sont e´tudie´es
avec les sche´mas d’homoge´ne´isation pe´riodique du premier et du second ordre. Nous
constatons que l’utilisation d’un sche´ma du second ordre n’apporte aucun avan-
tage vis-a`-vis du sche´ma du premier ordre. Cette ame´lioration n’offre donc pas de
meilleurs re´sultats pour les cellules du mate´riau he´te´roge`ne situe´es a` l’inte´rieur (90%
des cellules).
En revanche, trois cellules de la zone de transition ayant une cine´matique non
pe´riodique sont analyse´es. Pour ces cellules nous comparons quatre sche´mas d’ho-
moge´ne´isation d’ordre supe´rieur : les deux sche´mas pe´riodiques et deux sche´mas
cine´matiques parabolique et cubique. Le sche´ma d’homoge´ne´isation cine´matique pa-
rabolique ne peut pas repre´senter des de´formations en cisaillement sur les bords. Il
faut donc imposer des conditions aux limites cine´matiques cubique sur le bord. Pour
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3. Cine´matique de de´formation non-line´aire des cellules unitaires
tous les cas de chargement des cellules, elles donnent les re´sultats les plus pre´cis. Il
est de plus montre´ que lorsque la cellule n’a plus une re´ponse pe´riodique, le sche´ma
d’homoge´ne´isation pe´riodique du second ordre donne de meilleurs re´sultats que le
sche´ma du premier ordre. Le contour pre´dit est nettement plus proche des re´sultats
mesure´s expe´rimentalement pour tous les cas. L’e´cart est divise´ par un facteur com-
pris entre 1.3 et 2.3.
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Chapitre 4
Homoge´ne´isation de la cellule
pe´riodique
L’analyse des cellules unitaires a montre´ que les bords des
cellules situe´es au centre de la structure ont une
cine´matique de de´formation pe´riodique. Les me´thodes
FE2 sont ge´ne´rales lors de la mise en œuvre mais sont
tre`s couˆteuses en temps de calcul lors de la re´solution.
Nous allons tenter de proposer dans ce chapitre un mode`le
de mate´riau homoge`ne e´quivalent de la cellule unitaire
pe´riodique. Dans la premie`re partie du chapitre, nous
cherchons a` obtenir les caracte´ristiques e´lastiques du
MHE, puis dans la seconde partie le comportement
plastique. Pour cela, nous nous appuyons sur les re´sultats
de corre´lation d’images des trois essais ainsi que des cas
simule´s nume´riquement pour la cellule unitaire.
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Introduction
4.1 Introduction
Le Chapitre 3 s’appuie sur les expe´riences pour montrer que la grande majo-
rite´ des cellules unitaires (' 90%) de la zone architecture´e ont une cine´matique
pe´riodique. Pour ces cellules, la Section 3.3.3 a e´tabli que des conditions aux li-
mites d’ordre supe´rieures n’ame´liorent pas les re´sultats de ces cellules. Dans les
me´thodes de type FE2, le temps de calcul peut eˆtre grandement diminue´ si l’on
remplace les cellules unitaires calcule´es a` chaque point de Gauss par un milieu ho-
moge`ne e´quivalent. En effet, nous avons vu que l’utilisation d’un milieu du second
ordre n’est ne´cessaire que sur les cellules de la zone de transition du mate´riau archi-
tecture´. L’utilisation d’une me´thode FE2 sur tout le mate´riau architecture´ n’offre
pas beaucoup d’ame´lioration en temps de calcul par rapport a` une simulation full
field [YVO 07].
Remplacer les cellules avec un comportement pe´riodique par un MHE
ame´liorerait grandement le gain en temps de calcul. Afin de de´terminer le compor-
tement du MHE, nous nous appuierons sur les trois expe´riences. Les de´formations
obtenues par corre´lation d’images sont utilise´es comme conditions aux limites de
simulations nume´riques. Dans le domaine plastique, ces expe´riences ne sont pas suf-
fisantes, nous ajouterons des points sur la surface de charge a` l’aide de simulations
nume´riques de situations de chargement d’essais biaxiaux.
Le mate´riau de base de la cellule unitaire est un acier inoxydable isotrope. Mais la
ge´ome´trie de la cellule, avec un trou en son centre, affecte le MHE qui n’est alors plus
isotrope. Les syme´tries de la cellule rendent le comportement du MHE cubique. Ce
phe´nome`ne n’est pas seulement applicable au domaine e´lastique mais e´galement sur
le domaine plastique. Le crite`re de plasticite´ de Von Mises qui caracte´rise ce mate´riau
a` l’e´chelle microscopique n’est donc pas ge´ne´ralisable a` l’e´chelle macroscopique.
La Section 4.3 pre´sente l’extraction des parame`tres e´lastiques du MHE a` l’aide
de deux approches diffe´rentes : la premie`re base´e sur les essais et la seconde sur
l’homoge´ne´isation usuelle. Dans la Section 4.4 le comportement plastique du MHE
est e´tudie´. Un crite`re a` e´crouissage orthotrope (le crite`re de Hill) est d’abord utilise´
pour de´terminer le comportement du MHE en traction/cisaillement biaxiales. Les
calculs nume´riques de la cellule montrent un comportement dissyme´trique traction-
compression : le premier invariant des contraintes est alors introduit ce qui ne´cessite
l’utilisation du crite`re de Drucker-Prager .
4.2 Hypothe`ses des calculs nume´riques
4.2.1 Conditions aux limites
L’homoge´ne´isation des cellules unitaires ne´cessite le choix des conditions aux
limites. Comme la taille de la cellule n’est pas grande par rapport a` la taille de
l’he´te´roge´ne´ite´, les conditions aux limites pe´riodiques permettent d’approcher le
comportement effectif du MHE au plus pre`s. Il a e´te´ montre´ dans le Chapitre 3
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4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
que les cellules unitaires pe´riodiques ont la meˆme re´ponse quand les conditions aux
limites pe´riodiques applique´es sont du premier ou du second ordre. Nous de´cidons
donc d’utiliser les conditions aux limites pe´riodiques usuelles du premier ordre.
Les simulations nume´riques sont re´alise´es avec le logiciel e´le´ments finis Cast3M .
Il a e´te´ montre´ dans la Section 3.3.2.1 que des simulations en grandes de´formations
avec l’hypothe`se des contraintes planes en deux dimensions donnent des re´sultats
similaires a` des simulations en trois dimensions au niveau de la cellule unitaire. Le
nombre de pas de chargements du calcul nume´rique est choisi volontairement tre`s
grand afin d’obtenir un nombre conse´quent d’e´tats de de´formations homoge´ne´ise´es.
En effet, les lois e´lasto-plastiques sont des lois en vitesse, la de´rive´e e´tant estime´e
par diffe´rence finie. Il en re´sulte que la variation entre deux simulations a` un e´tat de
de´formation donne´ doit eˆtre la plus faible possible. Le nombre de pas de chargement
est pre´sente´ sur la Figure ??.
4.2.2 Loi de comportement
La loi de comportement de l’acier inoxydable 304L a e´te´ de´finie dans la Sec-
tion 2.2.2. Celle-ci a e´te´ identifie´e sur des barres par des e´tudes de corre´lation
d’images [RE´T 13]. Dans notre cas, les plaques sont issues de deux se´ries de toˆles
lamine´es dans la meˆme direction. Dans le cas de l’acier inoxydable utilise´, les va-
riations du comportement identifie´es entre les diverses e´prouvettes sont tre`s faibles.
La loi de comportement pre´sente´e dans la Section 2.2.2 est donc utilise´e pour les
simulations. ce comportement est suppose´ isotrope.
4.2.3 Calcul des tenseurs homoge´ne´ise´es
Tenseur des de´formations homoge´ne´ise´es E : le tenseur des de´formations
homoge´ne´ise´es est l’inte´grale des de´formations sur la surface totale S du carre´ com-
prenant la cellule unitaire et le trou soit :
E =< ε >=
1
S
∫
S
εdS (4.1)
A l’inte´rieur du trou, les contraintes sont nulles mais pas les de´formations qui
sont inconnues. En effet, le trou a une de´formation propre. Ainsi, le tenseur des
de´formations homoge´ne´ise´es n’est pas e´gal a` l’inte´grale des de´formations sur la sur-
face de la cellule unitaire uniquement. Nous de´cidons de mailler le trou avec un
mate´riau e´lastique de caracte´ristiques tre`s faibles devant le mate´riau de la cellule
(νt = ν et Et = E/10000). Le comportement de la cellule unitaire ne sera pas mo-
difie´ par l’ajout de ce ”mate´riau” et les de´formations homoge´ne´ise´es se calculent
alors facilement avec l’E´quation (4.1).
Tenseur des contraintes homoge´ne´ise´es Σ : dans la cellule et le trou, le ten-
seur des contraintes microscopiques est comple`tement connu. Ainsi, le tenseur des
94 Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Identification des parame`tres e´lastiques
contraintes homoge´ne´ise´es est obtenu directement par l’inte´grale sur la surface totale
S tel que :
Σ =< Σ >=
1
S
∫
S
ΣdS (4.2)
Ces deux tenseurs homoge´ne´ise´s sont donc obtenus dans le plan. La valeur hors-
plan de la contrainte homoge´ne´ise´e est nulle (hypothe`se des contraintes planes). La
de´formation hors-plan est calcule´e comme la somme des de´formations hors-plan ho-
moge´ne´ise´es plastique et e´lastique. La partie plastique est homoge´ne´ise´e directement
a` partir des valeurs de sortie de Cast3M alors que la partie e´lastique homoge´ne´ise´e
Eezz est calcule´e a` partir de l’hypothe`se des contraintes planes telle que :
< Eezz >S=
1
S
∫
S
εezzdS
< Eezz >S=
1
S
[∫
St
εezzdSt +
∫
Sc
εezzdSc
]
< Eezz >S=
1
S
[−νt
Et
∫
St
(Σxx + Σyy)dS − ν
E
∫
Sc
(Σxx + Σyy)dS
]
< Eezz >S=
1
S
[−νtSt
Et
< Σxx + Σyy >t −νSc
E
< Σxx + Σyy >c
]
,
(4.3)
ou` les surfaces St et Sc repre´sentent les surfaces du trou et du mate´riau. Le coefficient
de Poisson du trou νt est e´gal au coefficient de Poisson du mate´riau de base.
4.3 Identification des parame`tres e´lastiques
4.3.1 Choix des parame`tres e´lastiques
Le comportement du MHE est choisi cubique (trois parame`tres a` de´terminer
ulte´rieurement) a` cause des syme´tries de la ge´ome´trie la cellule unitaire. En effet, la
cellule unitaire est orthotrope dans le plan. De plus, le comportement est identique
dans les deux directions de ces plans de syme´trie. Ainsi, la syme´trie cubique re´duit
le nombre de parame`tres a` de´terminer a` 3 dans le plan. Dans ce cas, le module de
cisaillement µ∗ n’est pas lie´ au module de Young E et au coefficient de Poisson ν
par la relation classique :
µ∗ 6= E
2(1 + ν)
(4.4)
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4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
La matrice de souplesse du mate´riau homoge`ne e´quivalent s’e´crit donc en fonction
des trois parame`tres a` de´terminer (E, ν et µ∗) :
S =

1
E
−ν
E
0
−ν
E
1
E
0
0 0
1
µ∗
 (4.5)
La matrice de souplesse S relie le tenseur des contraintes homoge´ne´ise´es Σ et le
tenseur des de´formations homoge´ne´ise´es E par la relation :
S.Σ = E (4.6)
4.3.2 Identification des parame`tres e´lastiques
4.3.2.1 A partir des de´formations expe´rimentales
Les trois expe´riences re´alise´es chargent la cellule e´le´mentaire avec trois angles
diffe´rents. Le chargement applique´ dans l’expe´rience sollicite la matrice de compor-
tement dans un repe`re diffe´rent du repe`re principal. Il suffit alors de ”tourner” la
matrice de comportement par la relation :
Sθ = B
T
θ SBθ (4.7)
ou` la matrice Bθ est la matrice de rotation du repe`re e´gale a` :
Bθ =

cos2θ sin2θ
√
2cosθsinθ
sin2θ cos2θ −√2cosθsinθ
√
2cosθsinθ −√2cosθsinθ cos2θ − sin2θ
 (4.8)
La re´solution de l’E´quation (4.6) dans les trois cas de chargement(avec la
rotation d’angle θ) ame`ne a` l’e´criture d’un syste`me de trois e´quations par
chargement. Le calcul des syste`mes est fait dans l’Annexe B et aboutit aux
E´quations (B.7) (B.8) et (B.10) pour les angles de 0 degre´, respectivement 45 et
30 degre´s, re´e´crites ci-apre`s :
Σx
1
E
− Σy ν
E
= Ex
Σy
1
E
− Σx ν
E
= Ey
Σxy
1
µ∗
= Exy
(4.9)
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
1
2
(Σx + Σy)
1
E
− 1
2
(Σx + Σy)
ν
E
+
1
2
(Σx − Σy) 1
µ∗
= Ex
1
2
(Σx + Σy)
1
E
− 1
2
(Σx + Σy)
ν
E
− 1
2
(Σx − Σy) 1
µ∗
= Ey
Σxy
1
E
+ Σxy
ν
E
= Exy
(4.10)

(5Σx + 3Σy − 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/E −(3Σx + 5Σy + 2
√
6Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (3(Σx − Σy) + 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Ex
(3Σx + 5Σy + 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/E −(3Σx + 5Σy − 2
√
6Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (3(Σy − Σx)− 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Ey
(
√
3(Σy − Σx)− 6
√
2Σxy)/8 ∗ 1/E +(
√
3(Σy − Σx)− 6
√
2Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (
√
3(Σy − Σx) + 2
√
2Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Exy
(4.11)
Les pas de chargement de´finis dans le Chapitre 3 par la Figure ?? sont re´utilise´es
pour les simulations nume´riques. Plusieurs pas ont lieu dans la zone e´lastique du
chargement. A chacun de ces pas, nous re´cupe´rons la de´formation et contrainte
homoge´ne´ise´e afin de calculer les parame`tres e´lastiques du MHE. L’identification des
parame`tres se fait en re´solvant le syste`me KP = E ou` P est le vecteur regroupant
les inconnues, K la matrice construite a` partir des contraintes homoge´ne´ise´es et
E le vecteur des de´formations homoge´ne´ise´es. Les parame`tres sont identifie´s par
moindres carre´s et les re´sultats sont montre´s dans la Table 4.1.
4.3.2.2 A partir de l’homoge´ne´isation classique
Une seconde manie`re de calculer les parame`tres e´lastiques du MHE est d’utiliser
l’homoge´ne´isation classique. La cellule unitaire est ainsi soumise a` trois chargement
macroscopiques e´le´mentaires refle´tant les diffe´rentes sollicitations. Ces trois charge-
ments sont inde´pendants et e´gaux a` :
– Traction uniaxiale sens X :
E = [1 0 0]. (4.12)
– Traction uniaxiale sens Y :
E = [0 1 0]. (4.13)
– Cisaillement pur :
E = [0 0 1]. (4.14)
Les contraintes homoge´ne´ise´es sont ensuite calcule´es dans la cellule unitaire et la
matrice du comportement homoge´ne´ise´ se lit en ligne a` partir de chaque chargement.
Nous obtenons alors directement :
Σ = KE (4.15)
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Loi des me´langes Longueur effective Expe´rimental Homoge´ne´isation
E (GPa) 36.05 84 103.4 104.5
ν - - 0.24 0.23
µ∗ (GPa) - - 42.6 46.3
µ∗ isotrope (GPa) - - 41.7 42.5
Table 4.1 – Valeurs homoge´ne´ise´es des parame`tres du comportement e´lastique par
diffe´rentes me´thodes.
Dans ce cas, les composantes K13 et K23 ne sont pas nulles mais sont tre`s faibles
devant les valeurs du module de Young et de cisaillement : environ 10000 fois plus
faible.
4.3.2.3 Avec des approximations du module de Young
Avec la loi des me´langes, le module de Young Em est e´gal au rapport de la surface
de mate´riau homoge`ne sur la surface totale soit :
Em =
1− St
S
E. (4.16)
Cette approximation est e´gale a` la borne de Reuss pre´sente´e dans la Section 1.1.1.5 et
minimise la valeur effective du module de Young. Le rapport de la longueur effective
re´sistant a` la traction donne une approximation plus re´aliste du module de Young :
El =
L− d
L
E, (4.17)
ou` L et d sont respectivement la longueur de la cellule unitaire et le diame`tre
du trou. Cette borne donne une valeur infe´rieure au module de Young calcule´
expe´rimentalement. Toutes les valeurs des parame`tres sont donne´es dans la Table 4.1.
4.3.2.4 Discussion des re´sultats
Nous allons commenter dans cette section les parame`tres e´lastiques du MHE,
de´taille´s dans la Table 4.1, calcule´s par les diffe´rentes me´thodes d’homoge´ne´isation.
Nous comparons d’abord la valeur du module de Young homoge´ne´ise´e E.
La loi des me´langes minore bien la valeur du module de Young effectif puisque
cette approximation est e´quivalente a` la borne de Reuss. La valeur obtenue par
l’E´quation 4.17 est deux fois plus e´leve´e mais reste infe´rieure de 20% a` la valeur
trouve´e par l’homoge´ne´isation. Le module de Young homoge´ne´ise´ ne peut donc pas
se calculer a` partir de la section effective en traction de la cellule unitaire. La va-
leur calcule´e avec les expe´riences ou par l’homoge´ne´isation usuelle est tre`s proche
(environ 104 GPa). Le coefficient de Poisson du MHE est a` peu pre`s e´gal a` celui du
mate´riau initial (0.23 pour 0.25). Dans le domaine e´lastique line´aire, le trou n’a pas
d’influence sur le comportement transverse en traction.
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Identification des parame`tres e´lastiques
Le module de cisaillement homoge´ne´ise´ µ∗ extrait des expe´riences (42.6 GPa)
n’est pas le meˆme que celui pre´dit par l’homoge´ne´isation usuelle (46.3 GPa). Pour
les expe´riences, le module de cisaillement homoge´ne´ise´ est assez proche du module
de cisaillement isotrope (2% de diffe´rence) alors que dans le cas de l’homoge´ne´isation
classique la diffe´rence est plus prononce´e (10% de diffe´rence). Dans le cas de l’ho-
moge´ne´isation classique le module de cisaillement est calcule´ a` partir d’une simu-
lation en cisaillement pur alors que pour l’approche expe´rimentale l’identification
des parame`tres se fait de manie`re couple´e par la rotation du chargement. La famille
des trois chargements expe´rimentaux ne produit pas des e´tats de sollicitations assez
inde´pendants. Il en re´sulte une mauvaise pre´cision de la valeur du module de ci-
saillement homoge´ne´ise´. La surface de charge, repre´sente´e sur la Figure 4.2, montre
dans le domaine plastique que les points expe´rimentaux sont assez proches les uns
des autres. Le cas a` 45 degre´s ou` la cellule parait fortement sollicite´e en cisaille-
ment ne sollicite en fait la cellule qu’en traction dans un autre repe`re. C’est donc
certainement l’homoge´ne´isation usuelle qui donne les bons parame`tres e´lastiques du
MHE.
4.3.3 Bilan
Le mate´riau de base de la cellule unitaire est un acier inoxydable au compor-
tement isotrope. L’ajout de trous dans la structure architecture´e rend le compor-
tement du mate´riau homoge`ne e´quivalent cubique. Les parame`tres e´lastiques du
mate´riau homoge`ne e´quivalent de la cellule unitaire ont e´te´ calcule´s de deux manie`res
diffe´rentes. La premie`re me´thode calcule les parame`tres a` partir des trois essais avec
les de´formations homoge´ne´ise´es connues par corre´lation d’images associe´e a` une
simulation nume´rique qui permet de calculer les contraintes homoge´ne´ise´es. Les pa-
rame`tres sont ensuite identifie´s graˆce a` la rotation de la matrice de souplesse dans le
repe`re du chargement. Les parame`tres e´lastiques ont de plus e´te´ calcule´s par une ho-
moge´ne´isation usuelle ou` des chargements simples, a` savoir traction et cisaillement
purs, ont e´te´ applique´s afin de calculer la matrice de comportement du MHE.
Les re´sultats de ces deux approches sont tre`s similaires sur le module de Young
et le coefficient de Poisson. Le coefficient de Poisson ne varie presque pas suivant
la me´thode d’identification puisque les concentrations de contrainte ge´ne´re´es dans
le trou n’ont pas d’effet dans le domaine e´lastique. Le module de Young du MHE
est lui tre`s fortement diminue´, il reste tout de meˆme supe´rieur au module de Young
qui peut se calculer par la longueur effective de mate´riau. Le trou s’ovalisant avec
la de´formation, le MHE conserve un module de Young un peu supe´rieur a` la moitie´
de la valeur initiale. Le parame`tre qui varie le plus entre les deux approches est le
module de cisaillement. Celui-ci s’e´carte de la valeur isotrope dans le cas de l’ho-
moge´ne´isation nume´rique alors que le MHE reste isotrope dans le cas des expe´riences.
Dans l’approche expe´rimentale, la famille du chargement n’est certainement pas libre
ce qui ne fait pas ressortir le comportement orthotrope du MHE.
Le comportement e´lastique du MHE est donc de´termine´. Pour remplacer la cel-
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4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
lule unitaire pe´riodique par un MHE, le comportement plastique est aussi ne´cessaire.
La section 4.4 traite de l’homoge´ne´isation plastique avec un crite`re a` e´crouissage or-
thotrope.
4.4 Identification de l’e´crouissage
Cette Section s’inte´resse au comportement dans le domaine plastique du MHE de
la cellule unitaire pe´riodique. A l’instar du domaine e´lastique, les essais ne sont pas
suffisants pour caracte´riser totalement le comportement plastique. Des simulations
nume´riques avec des sollicitations biaxiales en traction, cisaillement et compression
sont mene´es afin de de´terminer la surface de charge comple`te du MHE et le crite`re
de plasticite´ a` choisir dans la Section 4.4.1.
Comme dans le domaine e´lastique, le trou a` l’inte´rieur de la cellule introduit
des syme´tries donc de l’orthotropie dans le comportement du MHE. Le crite`re de
Von Mises, utilise´ pour caracte´riser le mate´riau de base de la zone architecture´e,
ne s’e´tend pas a` l’e´chelle macroscopique pour le MHE. Apre`s s’eˆtre assure´ que la
de´formation plastique se fait a` volume constant, nous identifierons le crite`re de
Hill, crite`re a` e´crouissage orthotrope, pour des sollicitations biaxiales en traction et
cisaillement dans la Section 4.4.2.
Les simulations nume´riques montrent un comportement homoge´ne´ise´ dis-
syme´trique traction-compression : nous devons donc prendre en compte la pression
hydrostatique. La pre´sence du trou fait que le mate´riau n’a plus un comportement
syme´trique pour une sollicitation en traction et en compression. Nous utilisons donc
le crite`re de Drucker-Prager, qui prend en compte le premier invariant, la pression
hydrostatique, et le second invariant du tenseur des contraintes. Ce crite`re est iden-
tifie´ dans la section 4.4.3 pour des sollicitations biaxiales en traction, cisaillement et
compression.
4.4.1 Surface de charge
Dans l’espace des contraintes principales, il existe un domaine a` l’inte´rieur duquel
toute variation de contrainte n’engendre que des variations de de´formation e´lastique
et aucune de´formation plastique. Sur le bord de ce domaine e´lastique, le comporte-
ment est e´lasto-plastique. La surface de´limitant le domaine d’e´lasticite´ est appele´e
surface seuil de plasticite´ (ou surface de charge). Pour cela, un crite`re de plasticite´
(une fonction scalaire f) est de´fini et de´pend de l’e´tat des contraintes tel que :{
f(Σ) < 0 a` l’inte´rieur du domaine
f(Σ) = 0 sur la frontie`re
(4.18)
Disposition des points expe´rimentaux : pour les trois orientations de la cel-
lule unitaire, les contraintes principales et la de´formation scalaire de Von Mises sont
calcule´es. Pour un e´tat de de´formation donne´, la surface de charge sera de´limite´
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Figure 4.1 – Points repre´sentant la surface de charge de la cellule sous les trois
sollicitations expe´rimentales. Points donne´s pour la de´formation plastique scalaire
(Von Mises) e´gale a` 1.7% (points en rouge), 12.5% (points en noir) et 22.5% (points
en magenta).
par les trois points de´finissant l’e´tat des contraintes principales dans la cellule. La
surface de charge est repre´sente´e sur la Figure 4.1 ou` les e´tats de chargement cor-
respondants aux syme´triques de l’inclinaison a` 0 et 30 degre´s ont e´te´ ajoute´s. Les
e´tats de contraintes obtenus expe´rimentalement ne sont pas suffisants pour de´crire
correctement la surface de charge du mate´riau.
Disposition de points correspondants a` des sollicitations fictives : Des sol-
licitations fictives sont donc applique´es nume´riquement sur la cellule pour comple´ter
la surface dans le plan des contraintes principales positives. Des points correspon-
dants aux sollicitations de traction et compression biaxiales sont donc ajoute´es : la
surface de charge correspondante est repre´sente´e sur la Figure 4.2.
Les surfaces de charge avec une faible iso-de´formation plastique ne sont pas
trace´es, il faut que la plasticite´ se stabilise dans la cellule pour lire la surface de
charge. Les points rouges, noirs et magentas, correspondent respectivement a` un
e´tat de de´formation plastique de Von Mises e´gal a` 1.7%, 12.5% et 22.5%. Les points
expe´rimentaux sont toujours repre´sente´s avec des symboles pleins. La cellule solli-
cite´e en traction biaxiale, cisaillement et en traction uniaxiale est respectivement
repre´sente´e par les points avec des symboles +, × et .
Les points correspondants aux expe´riences a` 30 et 45 degre´s sont place´s au bord
de l’ellipse. La position du point de l’expe´rience a` 0 degre´, comme celle de la simu-
lation uniaxiale, diffe`re de l’ensemble des autres points a` chaque iso-de´formation.
Cette cellule unitaire est soumise a` une sollicitation proche d’une traction uniaxiale
comme il a e´te´ vu dans la Section 2.3.5.2. Pour ces deux cas, les re´sultats obtenus
sont en dehors de la surface de charge. Lors de la re´solution avec Cast3M, un ver-
rouillage nume´rique apparaˆıt empeˆchant la de´formation dans le sens transverse. En
changeant les conditions aux limites de pe´riodiques a` cine´matiques, ces deux points
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Figure 4.2 – Points repre´sentant la surface de charge de la cellule sous diffe´rentes
sollicitations (trois expe´riences + sollicitations fictives). Points donne´s pour la
de´formation plastique scalaire (Von Mises) e´gale a` 1.7% (points en rouge), 12.5%
(points en noir) et 22.5% (points en magenta).
correspondants au calcul et a` l’essai reviennent sur la surface de charge. Pour e´viter
de changer les conditions aux limites utilise´es, puisque les cellules ont une re´ponse
pe´riodique, ces deux cas de chargement sont donc laisse´s de coˆte´ dans le calcul de
la loi de plasticite´ du MHE.
La surface de charge est maintenant clairement de´finie, c’est une ellipse dont le
grand axe est incline´ de 45 degre´s par rapport a` l’horizontale. Cette ge´ome´trie de
surface de charge est classique pour les aciers. L’ellipse passant au plus proche des
points a` chaque e´tat de de´formation est trace´e sur la Figure 4.2. Le crite`re de Von
Mises est bien adapte´ pour les aciers comme notre mate´riau a` l’e´chelle microscopique.
Par contre, a` l’e´chelle macroscopique ou` nous cherchons a` obtenir le comportement
du MHE, la ge´ome´trie du trou influence le comportement de la cellule. Pour les
ellipses trace´es, le rapport entre le grand axe et le petit axe est diffe´rent de 2, le
crite`re de Von Mises n’est donc plus adapte´.
L’e´volution de la trace de la de´formation plastique en fonction de la de´formation
plastique de Von Mises pour les trois orientations du re´seau est trace´e sur la Fi-
gure 4.3. La de´formation plastique de la cellule unitaire se fait a` volume constant
(trace nulle). Nous de´cidons donc de prendre en compte, comme pour les parame`tres
e´lastiques, l’anisotropie de la cellule unitaire a` cause de sa ge´ome´trie a` travers le
crite`re de Hill. Le crite`re de Hill, largement utilise´ pour de´crire l’orthotropie des
mate´riaux, est une ge´ne´ralisation du crite`re de Von Mises.
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Figure 4.3 – E´volution de la trace de la de´formation plastique en fonction de la
de´formation plastique de Von Mises pour les trois orientations du re´seau.
4.4.2 Crite`re de Hill
Pour prendre en compte l’anisotropie du mate´riau homoge`ne e´quivalent, nous
utilisons donc le crite`re de plasticite´ de Hill [LEM 09]. Ce crite`re est un crite`re a`
e´crouissage orthotrope. Il s’agit d’une loi ou` seule la taille du domaine d’e´lasticite´
se dilate avec la de´formation plastique. Cet e´crouissage ne ne´cessite donc qu’une va-
riable scalaire pour de´crire l’e´volution du domaine. Le crite`re de plasticite´ f s’e´crit :
f(Σ) =‖ Σ ‖ −ΣY , (4.19)
ou` la norme ‖ . ‖ (appele´e contrainte e´quivalente) indique la forme du crite`re de
plasticite´ et ΣY est le seuil de plasticite´ qui de´pend d’une variable interne p.
E´criture du crite`re de Hill : l’e´crouissage du mate´riau est de´fini par le crite`re
de plasticite´ f . Lorsque le crite`re est nul, la contrainte e´quivalente dans le mate´riau
est e´gale au seuil de plasticite´ et le mate´riau va donc plastifier. La fonction f dans
le cadre du crite`re de Hill anisotrope s’e´crit comme suit :
f(Σ) =
[
ΣTHΣ
]1/2 − ΣY , (4.20)
ou` H est la matrice de Hill qui s’e´crit :
H =
 F −G 0−G F 0
0 0 L
 . . (4.21)
F , G et L sont donc les trois parame`tres inconnus caracte´risant le crite`re de plasti-
cite´. Comme dans le cas e´lastique, nous conside´rons que les deux axes d’orthotropie
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ont le meˆme comportement. Au cours de la de´formation, l’e´volution du seuil de plas-
ticite´ (ΣY ) est inconnue. Pour les trois cas expe´rimentaux, le repe`re du chargement
de la cellule est tourne´e par rapport au repe`re de la cellule. Le calcul de la contrainte
scalaire de Hill (ΣTHΣ) est calcule´ dans le repe`re de la cellule graˆce a` la matrice
de rotation (B) :
f(Σ) =
[
ΣTBTθHBθΣ
]1/2 − ΣY . (4.22)
Quand le mate´riau homoge`ne e´quivalent plastifie, la fonction f est nulle. La
re´solution de l’e´quation 4.22 est de´taille´e dans l’Annexe B et donne une relation
scalaire de´pendant des parame`tres de la matrice de Hill et du seuil de plasticite´.
Ces trois e´quations, correspondantes respectivement aux angles de 0 degre´, 45 et 30
degre´s, sont re´e´crites ci-dessous :
(Σ2x + Σ
2
y)F − 2ΣxΣyG+ Σ2xyL = ΣY 2 (4.23)[
1
2
(Σx + Σy)
2 − Σ2xy
]
F −
[
−1
2
(Σx + Σy)
2 − Σ2xy
]
G+
1
2
(Σx − Σy)2L = ΣY 2 (4.24)[
5
8
(Σ2x + Σ
2
y) +
3
4
ΣxΣy +
√
6
4
Σxy(Σx − Σy)− 3
4
Σ2xy
]
F +[
−3
8
(Σ2x + Σ
2
y)−
5
4
ΣxΣy +
√
6
4
Σxy(Σx − Σy)− 3
4
Σ2xy
]
G +[
3
8
(Σx − Σy)2 +
√
6
4
Σxy(Σy − Σx) + 1
4
Σ2xy
]
L = ΣY
2
(4.25)
L’E´quation 4.23, ou` le repe`re de la cellule est le meˆme que celui du charge-
ment, sera utilise´e pour les simulations nume´riques de la cellule unitaire. Les
E´quations 4.24 et 4.25 seront utilise´es pour les cas d’inclinaison du re´seau archi-
tecture´ a` 30 et 45 degre´s.
4.4.2.1 Identification de la matrice de Hill
Le calcul du crite`re de Hill se fait dans un premier temps en laissant
libre l’e´volution des coefficients de la matrice H avec la de´formation plastique.
L’E´quation 4.20 est re´solue en normant par la valeur du seuil de plasticite´ apre`s
avoir mis au carre´, c’est-a`-dire :
ΣTBTθ
H
Σ2Y
BθΣ = 1 (4.26)
Ainsi, l’identification de la matrice (Hc =
H
Σ2Y
) nous donnera les valeurs des pa-
rame`tres de la matrice. Le seuil de plasticite´ sera e´gal a` l’inverse de la racine carre´e
du parame`tre F donne´ par l’e´quation suivante :
ΣY =
1√
F
. (4.27)
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Les coefficients de la matrice H seront donne´s par :
H =
Hc
Hc(1, 1)
(4.28)
L’identification de ces parame`tres se fait par une minimisation aux moindres carre´s
avec une e´quation par niveau de de´formation plastique pour chaque simulation (les
simulations des expe´riences a` 30 et 45 degre´s auxquelles s’ajoutent les cas nume´riques
en traction et cisaillement biaxiales). Les e´tats de de´formations homoge´ne´ise´es de
chaque simulation sont diffe´rents a` chaque pas (nous ne savons pas piloter les simu-
lations nume´riques en de´formation plastique homoge´ne´ise´e au sens de Von Mises).
Ainsi le nombre de pas des simulations est choisi tre`s grand (une centaine visible
sur la Figure ??) afin d’obtenir beaucoup d’e´tats de de´formation homoge´ne´ise´es. Il
est donc choisi de conserver les e´tats de de´formations ou` toutes les simulations ont
des de´formations homoge´ne´ise´es dans la cellule tre`s similaires.
L’e´volution du seuil de plasticite´ ΣY , du parame`tre G et du parame`tre L en
fonction de la de´formation plastique de Von Mises sont trace´es sur la Figure 4.4.
Le premier e´tat de de´formation plastique utilise´ est celui pre´sente´ sur les surfaces
de charges. Il correspond a` une de´formation plastique de Von Mises e´gale a` 1, 7%.
L’e´volution du seuil de plasticite´ (Figure 4.4(a)) a une allure classique dans le cas des
aciers avec une tangente tendant vers l’horizontale quand la de´formation plastique
augmente au-dela` de 15%.
Les e´volutions des parame`tres de la matrice de Hill (Figures 4.4(b) et 4.4(c))
montrent une de´pendance des parame`tres a` la de´formation plastique. Le parame`tre
L passe de 3.5 a` 5 lorsque la de´formation plastique atteint 13%. Au dela` de cette
de´formation plastique, le parame`tre ne varie plus et reste constant. Le meˆme constat
est fait pour le parame`tre G qui passe d’une valeur de 0.6 a` 0.44. Le parame`tre F est
toujours e´gal a` 1 pour calculer le seuil de plasticite´ du mate´riau homoge`ne e´quivalent.
Remarquons que dans le cas d’un crite`re de plasticite´ de Von Mises, les valeurs des
parame`tres F , G et L sont fixe´es a` L = 3F = 6G. Le rapport G/F directement
trace´ sur la Figure 4.4(c) coupe cette valeur pour une de´formation plastique e´gale a`
8%. Lorsque le rapport G/F est supe´rieur a` 0.5 l’ellipse du crite`re est plus e´crase´e.
Nous remarquons aussi que le rapport L/F , qui devrait eˆtre e´gal a` 3 dans le cas
isotrope est nettement supe´rieur ici. Nous retrouvons donc des proprie´te´s similaires
a` l’e´lasticite´ ou` le module de cisaillement homoge´ne´ise´ est supe´rieur a` la valeur
isotrope. C’est sur le cisaillement que le mate´riau est le plus faible en plasticite´.
4.4.2.2 Identification du seuil de plasticite´
Dans l’identification pre´ce´dente, la matrice de Hill varie avec la de´formation
plastique. Habituellement pour les crite`res, il est recherche´ une valeur fixe de la
matrice de Hill qui est utilise´e pour tous les e´tats de de´formation. Cette fois, la
matrice de Hill est fixe´ inde´pendamment de la de´formation plastique. Les inconnues
du syste`me sont donc le seuil de plasticite´ et la matrice de Hill constante. La valeur
Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015 105
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
(a) (b)
(c)
Figure 4.4 – (a) E´volution du rapport du seuil de plasticite´ ΣY (Figure a), du
parame`tre L (Figure b) et du parame`tre G (Figure c) en fonction de la de´formation
plastique de Von Mises.
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du premier seuil de plasticite´ (e´gal a` la limite e´lastique note´ ΣY o) est donc impose´e
a` 1. Deux e´quations diffe´rentes sont a` re´soudre, la premie`re au premier e´tat de
plastification, la seconde pour les e´tats de de´formation suivants :
ΣTBTθ
H
Σ2Y o
BθΣ = 1
ΣTBTθ
H
Σ2Y o
BθΣ =
ΣY
ΣY o
(4.29)
L’identification des parame`tres se fait toujours par une minimisation aux moindres
carre´s avec les meˆmes simulations et niveaux de de´formation plastique. L’e´volution
des parame`tres identifie´s en fonction de l’intensite´ de la de´formation plastique de
Von Mises est pre´sente´e sur la Figure 4.5. Cinq identifications des parame`tres ont
e´te´ re´alise´es. La premie`re identification restreint l’intervalle des de´formations plas-
tiques a` [1, 7 − 7, 5%], la seconde identification a` l’intervalle [1, 7 − 10%] et ainsi
de suite jusqu’a` l’intervalle [1, 7 − 17, 5%]. Les points correspondants aux identi-
fications de la matrice de Hill (G et L) sont trace´s sur les courbes avec l’abscisse
correspondant au maximum de l’intervalle de de´formation plastique utilise´. Le calcul
des parame`tres G et L de la matrice de Hill et du seuil de plasticite´ sont donne´s par
les E´quations 4.28 et 4.27.
L’e´volution des parame`tres de la matrice G et L est pre´sente´e sur la Fi-
gure 4.5(a) et 4.5(b). La valeur de ces parame`tres de´pend fortement de l’intervalle
de de´formation plastique utilise´. Le parame`tre G diminue de 15% alors que le pa-
rame`tre L augmente de 30% quand l’intervalle de de´formation plastique augmente.
Les valeurs calcule´es ici pre´sentent moins de variation que lorsque les coefficients de
la matrice de Hill varient avec la de´formation plastique.
L’e´volution du seuil de plasticite´ identifie´ pour chaque intervalle est pre´sente´e sur
la Figure 4.5(c). Les courbes bleue, magenta, noire, turquoise et rouge, correspondent
respectivement au premier intervalle, deuxie`me, troisie`me et quatrie`me dernier in-
tervalle de de´formation plastique utilise´. En augmentant l’intervalle de de´formation
plastique, le seuil de plasticite´ du crite`re conserve la meˆme e´volution (augmentation
du seuil avec la de´formation plastique dicte´e par une loi non line´aire en puissance).
L’augmentation de l’intervalle de de´formation plastique augmente la valeur du seuil
de plasticite´ (de 202 MPa a` 222 MPa). Cette augmentation est due a` l’identifica-
tion de la matrice de Hill qui varie suivant l’intervalle choisi. Plus l’intervalle de
de´formation plastique est grand, plus le seuil de plasticite´ est important.
4.4.3 Crite`re de Drucker-Prager
4.4.3.1 Prise en compte des contraintes hydrostatiques
Un acier inoxydable a une surface de charge identique en traction et en compres-
sion. La surface de charge comple`te avec des sollicitations biaxiales en compression
est pre´sente´e sur la Figure 4.6. Les points avec les symboles 4 repre´sentent ces sol-
licitations. Il faut ajouter au crite`re le premier invariant des contraintes (la trace
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4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
(a) (b)
(c)
Figure 4.5 – (a) E´volution du seuil de plasticite´ ΣY en fonction de la de´formation
plastique de Von Mises ; E´volution du parame`tre L (b) et du parame`treG (c) en fonc-
tion du maximum de de´formation plastique utilise´ pour l’intervalle de de´formation
plastique (valeur e´gale a` 7.5 , 10 , 12.5 , 15 ou 17.5 % de de´formation plastique).
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Identification de l’e´crouissage
Figure 4.6 – Points repre´sentant la surface de charge de la cellule sous diffe´rentes
sollicitations (trois expe´riences + sollicitations fictives). Points donne´s pour la
de´formation plastique scalaire (Von Mises) e´gale a` 1.7% (points en rouge), 12.5%
(points en noir) et 22.5% (points en magenta).
du tenseur des contraintes) pour prendre en compte les effets ge´ome´triques du trou.
Pour une de´formation plastique tre`s faible (courbe rouge a` 1.7%), les points en com-
pression sont encore proches de la surface de charge des simulations en traction mais
lorsque la de´formation plastique augmente, les points s’e´cartent significativement de
la surface de charge.
4.4.3.2 Prise en compte de la pression hydrostatique
Pour le MHE repre´sentant la cellule, la pression hydrostatique a donc un effet
sur le comportement plastique en traction et compression. Le crite`re de plasticite´ de
Drucker-Prager est une combinaison line´aire des deux premiers invariants (la trace
et la contrainte e´quivalente (J) de Von Mises) du tenseur des contraintes [LEM 09].
Ce crite`re s’e´crit :
f(Σ) = (1− αJ) + αTr(Σ)− ΣY . (4.30)
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Figure 4.7 – E´volution du parame`tre α en fonction de la de´formation plastique de
Von Mises.
La contrainte e´quivalente de Von Mises est remplace´e, comme pre´ce´dent, par la
contrainte e´quivalente de Hill. Le crite`re de plasticite´ de Tsa¨ı-Hill s’e´crit donc :
f(Σ) =
[
ΣTHΣ
]1/2
+ α
(
(Tr(Σ)− [ΣTHΣ]1/2)− ΣY , (4.31)
ou` α et ΣY sont les inconnus a` calculer.
Calcul du parame`tre α : dans un premier temps, nous utilisons la matrice
de Hill et le seuil de plasticite´ identifie´s dans la Section 4.4.2 a` chaque e´tat de
de´formation pour les simulations biaxiales en traction et en cisaillement. L’identi-
fication du crite`re de Drucker-Prager modifie´ a pour but de montrer la validite´ du
crite`re de Hill plastique pour le MHE de la cellule en traction/cisaillement. Le calcul
du parame`tre α a` chaque e´tat de de´formation est fait avec une minimisation aux
moindres carre´s en re´solvant le syste`me construit sur la re´solution de l’e´quation 4.31
sous la forme : (
(Tr(Σ)− [ΣTHΣ]1/2)α = ΣY − [ΣTHΣ]1/2 . (4.32)
Le parame`tre α est identifie´ pour chaque e´tat de de´formation des simulations en
traction et cisaillement biaxiales et les deux expe´riences a` 30 et 45 degre´s. Le premier
e´tat de de´formation plastique utilise´ correspond toujours a` une de´formation plastique
de Von Mises e´gale a` 1, 7%.
L’e´volution du parame`tre α en fonction de la de´formation plastique de Von Mises
est pre´sente´e sur la Figure 4.7. Dans le cas ge´ne´ral du crite`re de Drucker-Prager,
le parame`tre α doit avoir une valeur comprise dans l’intervalle [0, 0.5]. Dans le
cas des simulations en traction/cisaillement, le parame`tre α a une valeur tre`s faible
(infe´rieure a` 4.10−3) qui montre que le premier invariant du tenseur des contraintes
n’a aucun effet sur le crite`re. Le crite`re de Hill est donc suffisant pour de´crire le
comportement plastique du MHE en traction/cisaillement.
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(a) (b)
Figure 4.8 – E´volution du seuil de plasticite´ (a) et du parame`tre α (b) en fonction
de la de´formation plastique de Von Mises.
Prise en compte de la compression : le comportement homoge´ne´ise´ de
la cellule unitaire est dissyme´trique en traction-compression. La re´solution de
l’E´quation 4.31 est faite avec les inconnues que sont parame`tre α (de´pendant de
la de´formation plastique) et le crite`re de plasticite´ ΣY :(
(Tr(Σ)− [ΣTHΣ]1/2)α− ΣY = − [ΣTHΣ]1/2 , (4.33)
Les parame`tres sont identifie´s par une minimisation aux moindres carre´s pour
chaque e´tat de de´formation des simulations en traction, cisaillement et compres-
sion biaxiales. Le premier e´tat de de´formation plastique est inchange´ avec une
de´formation plastique de Von Mises e´gale a` 1, 7%.
L’e´volution du seuil de plasticite´ ΣY et du parame`tre α en fonction de la
de´formation plastique de Von Mises est pre´sente´e sur la Figure 4.8. Le parame`tre α
(Figure 4.8(b)) a une valeur non ne´gligeable (supe´rieur a` 0.02) qui montre l’effet du
premier invariant des contraintes sur le crite`re de plasticite´. La valeur du parame`tre
augmente avec la de´formation plastique (α atteint 0.1) montrant que son effet est de
plus en plus important. En effet, sur la Figure 4.6, la surface de charge est de plus
en plus dissyme´trique entre la traction et la compression. L’e´volution du seuil de
plasticite´ (Figure 4.8(a)) est similaire aux seuils de plasticite´ obtenus avec le crite`re
de Hill. Par rapport au crite`re de Hill, la valeur du seuil de plasticite´ est un peu
supe´rieure augmentant de 204 MPa a` 336 (par rapport a` l’intervalle [196, 325] pour
le crite`re de Hill).
Calcul du crite`re avec α constant : dans l’identification pre´ce´dente, le pa-
rame`tre α varie avec la de´formation plastique. Habituellement pour les crite`res, une
valeur fixe de la matrice de Hill et α est recherche´. La re´solution de l’E´quation 4.31
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(a) (b)
Figure 4.9 – E´volution du seuil de plasticite´ (a) et du parame`tre α (b) en fonction
de la de´formation plastique de Von Mises.
est faite avec le parame`tre α constant et le crite`re de plasticite´ ΣY comme inconnu.
Le syste`me suivant est obtenu, la premie`re e´quation correspond au premier e´tat de
de´formation plastique et la seconde aux e´tats de de´formation plastique suivants :

(
Tr(Σ)− [ΣTHΣ]1/2) α
ΣY o
= − [ΣTHΣ]1/2 + 1(
Tr(Σ)− [ΣTHΣ]1/2) α
ΣY o
− ΣY
ΣY o
= − [ΣTHΣ]1/2 (4.34)
Les parame`tres sont identifie´s par une minimisation aux moindres carre´s pour
chaque e´tat de de´formation des simulations en traction, cisaillement et compres-
sion biaxiales. Le premier instant de de´formation plastique est inchange´ avec une
de´formation plastique de Von Mises e´gale a` 1, 7%. Cinq identifications des pa-
rame`tres sont re´alise´es, sur les cinq intervalles de de´formation plastique pre´sente´s
pre´ce´demment.
L’e´volution du seuil de plasticite´ et du parame`tre α en fonction du maximum
de la de´formation plastique de Von Mises conside´re´ est pre´sente´e sur la Figure 4.9.
Le seuil de plasticite´ (Figure 4.9(a)) a une e´volution similaire au seuil de plasticite´
calcule´ avec le crite`re de Hill (Figure 4.5(c)). Le parame`tre α a une valeur non
ne´gligeable (Figure 4.9(b)) de´montrant la ne´cessite´ de prendre en compte le premier
invariant du tenseur des contraintes. Plus l’intervalle de de´formation plastique utilise´
est grand, plus la valeur de α augmente traduisant une distorsion de plus en plus
importante de la surface de charge.
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4.4.4 Calcul de la loi d’e´crouissage
Nous choisissons une loi d’e´crouissage identique a` celle du mate´riau homoge`ne de
base. L’e´crouissage est non-line´aire avec une e´volution en loi puissance. L’e´volution
du seuil de plasticite´ en fonction de la de´formation plastique e´quivalente de Von
Mises note´e Ep est donne´e par :
ΣY = HEp + ΣY o
(
1 +
Ep
Ec
)δ
, (4.35)
ou` les parame`tres H, ΣY o, Ec et δ sont inconnus. Pour identifier ces parame`tres,
une condition supple´mentaire est ajoute´e sur la loi d’e´crouissage pour assurer la
continuite´ du comportement avec le domaine line´aire. La de´rive´e du seuil de plasticite´
en fonction de la de´formation plastique a` la fin du domaine line´aire est e´gale a` :(
∂ΣY
∂Ep
)
(Ep=0)
= E. (4.36)
La re´solution de l’E´quation 4.36 permet de calculer le facteur d’e´chelle Ec en fonction
des autres parame`tres et du module de Young comme suit :
Ec =
ΣY oδ
E −H (4.37)
L’identification de ces parame`tres se fait avec un algorithme de type Nelder-Mead
(pre´sente´ dans la Section 2.2.3.3). Les parame`tres de la loi d’e´crouissage sont iden-
tifie´s pour les crite`res de Hill et de Drucker-Prager modifie´ et les valeurs sont
pre´sente´es dans la Table 4.2. Les diffe´rents cas d’identification sont les suivants :
– Le premier cas est le crite`re de Hill identifie´ avec des sollicitations en trac-
tion/cisaillement biaxiales pre´sente´ dans la Section 4.4.2.1. Dans ce cas, la
matrice de Hill H de´pend de la de´formation plastique.
– Le deuxie`me cas est le crite`re de Hill identifie´ avec les meˆmes sollicitations et
une matrice de Hill constante, pre´sente´ dans la Section 4.4.2.2. Nous choisissons
l’intervalle de de´formation plastique le plus grand pour le calcul du seuil de
plasticite´ afin d’identifier les parame`tres de la loi d’e´crouissage.
– Le troisie`me cas est le crite`re de Drucker-Prager avec des sollicitations en trac-
tion/cisaillement/compression biaxiales pre´sente´ dans la Section 4.4.3.2. Dans
ce cas, le parame`tre α comme la matrice de Hill de´pendent de la de´formation
plastique.
– Le dernier cas est le crite`re de Drucker-Prager avec les meˆmes sollicitations
pre´sente´ dans la Section 4.4.3.2. La matrice de Hill et le parame`tre α sont de
plus constants par rapport a` la de´formation plastique. Les parame`tres de la loi
d’e´crouissage sont identifie´s a` partir de l’intervalle de de´formation plastique le
plus grand.
Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015 113
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
4. Homoge´ne´isation de la cellule pe´riodique
Parame`tres H (MPa) ΣY o (MPa) δ Ec
Crite`re de Hill avec H(Ep) 268 110 0,12 1,29.10−4
Crite`re de Hill avec H 293 147 0,075 1,07.10−4
Crite`re de Drucker-Prager avec α(Ep) 328 114 0,117 1,28.10−4
Crite`re de Drucker-Prager avec α 513 158 0,052 8.10−5
Loi a` l’e´chelle microscopique 1480 284 0,042 10−5
Table 4.2 – Parame`tres de la loi d’e´crouissage identifie´ avec le crite`re de Hill puis
avec le crite`re Drucker-Prager modifie´.
Figure 4.10 – Identification des parame`tres de la loi d’e´crouissage par l’algorithme
de Nelder-Mead.
Par rapport a` la loi du mate´riau a` l’e´chelle microscopique, la plastification de la
cellule apparaˆıt beaucoup plus rapidement. La limite d’e´lasticite´ est divise´e par un
facteur supe´rieur a` 2 (de 284 MPa aux alentours de 110 MPa). La limite e´lastique
est lie´e a` la section effective de la cellule unitaire, un facteur 0.5 (rapport entre la
section totale et la section effective en enlevant le trou) devrait a priori eˆtre trouve´.
Les deux crite`res avec une matrice de Hill et un parame`tre α constants estiment
assez bien ce facteur (0.5 et 0.55) alors que les crite`res de´pendant de la de´formation
plastique le sous-estiment (0.39 et 0.40).
L’e´volution du seuil de plasticite´ identifie´ (courbe rouge) pour le crite`re de Hill
avec une matrice de´pendant de la plastique (courbe bleue) est trace´e sur la Fi-
gure 4.10. Lorsque la matrice de Hill n’est pas constante, l’identification du seuil
de plasticite´ est bruite´e menant a` une identification de la loi d’e´crouissage moins
pre´cise.
Le coefficient line´aire d’e´crouissage H est fortement diminue´, passant de 1480
MPa a` environ 300 MPa. Cela signifie que le seuil de plasticite´ augmente line´airement
moins avec la de´formation plastique par rapport a` la loi d’origine du mate´riau.
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Synthe`se
L’exposant d’e´crouissage δ et le facteur d’e´chelle Ec restent eux assez constants
pour le mate´riau homoge`ne e´quivalent.
4.5 Synthe`se
Le remplacement d’une cellule unitaire pe´riodique par un milieu homoge`ne
e´quivalent permet de diminuer tre`s significativement le temps de calcul des me´thodes
FE2 pour les cellules ayant une cine´matique de de´formation identique. Le compor-
tement du mate´riau homoge`ne n’est plus isotrope alors qu’il l’est a` e´chelle micro-
scopique. Les trous apportent des non line´arite´s ge´ome´triques. Dans le domaine
e´lastique, le MHE a un comportement cubique ou` les deux axes d’orthotropie ont la
meˆme raideur. Le coefficient de Poisson ne change pas alors que le module de cisaille-
ment pre´sente un e´cart a` l’isotropie de l’ordre de 10%. Ces parame`tres e´lastiques du
MHE ont e´te´ identifie´s par deux approches, l’une reposant sur les expe´riences et la
seconde sur l’homoge´ne´isation classique qui a permis de montrer que la famille des
chargements expe´rimentaux n’est pas libre.
Le calcul du comportement plastique ne´cessite des simulations nume´riques
supple´mentaires pour obtenir la surface de charge comple`te du MHE. Comme
pre´ce´demment, l’orthotropie du mate´riau a` l’e´chelle macroscopique nous fait choisir
le crite`re de Hill pour caracte´riser le comportement plastique qui se fait a` volume
constant. Pour les sollicitations en traction et cisaillement, un crite`re de Hill a e´te´
e´tudie´ et valide´. Il est ensuite montre´ avec des sollicitations biaxiales en compression
que le comportement du MHE est diffe´rent. Le crite`re de Tsa¨ı-Hill, qui fait intervenir
le premier invariant du tenseur des contraintes en plus du second, a donc e´te´ utilise´
pour prendre en compte la pression hydrostatique.
Deux approches ont e´te´ mene´es en paralle`le pour e´tudier la plasticite´ : la premie`re
en supposant la matrice de Hill et la parame`tre α variable avec la de´formation
plastique et la seconde avec la matrice de Hill et α constant. Le seuil de plasticite´
des diffe´rents crite`res est ainsi obtenu. La forme de la loi d’e´crouissage du 304L
est re´utilise´e : un e´crouissage line´aire et un e´crouissage en puissance. Cette loi est
identifie´e et compare´e pour chaque crite`re de plasticite´ e´tudie´. Les re´sultats donne´s
pour le crite`re de Hill et de Tsa¨ı-Hill donnent de meilleurs re´sultats en terme de limite
e´lastique si les parame`tres sont suppose´s constants sur l’intervalle de sollicitation.
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Chapitre 5
Vers la localisation de la
de´formation
Ce chapitre traite de la localisation des de´formations des
cellules unitaires qui me`ne a` la fissuration de la zone
architecture´e et la rupture de l’e´prouvette. Une e´prouvette
avec une zone architecture´e carre´e re´duite a e´te´
construite. Deux me´thodes de calcul du saut de
de´placement induit par la localisation sont pre´sente´es : la
premie`re a` partir d’une corre´lation d’images avec des
e´le´ments finis e´tendus a` l’e´chelle macroscopique, la
seconde a` partir du re´sultat de la corre´lation d’images
microscopique. Le support de la localisation est identifie´
par la transforme´e de Radon puis un saut de de´placement
est calcule´ en enrichissant la cine´matique de la cellule
avec une discontinuite´. Ces sauts de de´placements sont
ensuite compare´s aux sauts de de´placements mesure´s a`
l’e´chelle macroscopique pour valider la me´thode sur un
pre´-essai. La seconde partie du chapitre est l’application
de ces me´thodes a` l’e´prouvette avec la zone architecture´e
non incline´e ou` la fissure passe par la range´e horizontale
centrale de la zone architecture´e.
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Introduction
5.1 Introduction
Le Chapitre 4 a montre´ que le remplacement des cellules unitaires avec une
cine´matique pe´riodique par un milieu homoge`ne e´quivalent dans le domaine line´aire
et non-line´aire est possible. Dans le domaine non-line´aire, les de´formations finissent
par se localiser dans certaines cellules unitaires et me`nent a` la rupture de la zone ar-
chitecture´e. La localisation des de´formations a` l’e´chelle microscopique a une largeur
faible devant la longueur de la cellule unitaire. Cette localisation ne peut pas eˆtre
prise en compte dans les me´thodes multi-e´chelles FE2 classiques. C’est pour cela que
plusieurs auteurs ont de´cide´ d’enrichir le milieu macroscopique avec une disconti-
nuite´ ce qui permet de lier la localisation des de´formations a` l’e´chelle microscopique
a` la fissure macroscopique [COE 12, BEL 08, MAS 07].
Le but de ce chapitre est de calculer le saut de de´placement expe´rimental extrait
de la localisation des de´formations a` l’e´chelle microscopique. L’ide´e est de mettre
au point une me´thodologie en s’appuyant sur les re´sultats du de´placement mesure´
sur l’e´prouvette non incline´e. L’e´volution de la localisation des de´formations peut
eˆtre suivie expe´rimentalement de son apparition jusqu’a` la fissuration de la zone
architecture´e. Un essai avec une zone architecture´e plus simple et plus petite a e´te´
mis en place pour mettre au point les outils d’analyse.
La Section 5.2 pre´sente la ge´ome´trie de cette zone architecture´e simple cre´e´e.
Les re´sultats de la corre´lation d’images classique a` l’e´chelle microscopique et de la
corre´lation d’images e´tendue a` l’e´chelle macroscopique sont de´taille´s. Le calcul du
saut de de´placement a` partir de l’e´chelle microscopique est effectue´ dans la Sec-
tion 5.3 avec une pre´sentation du crite`re de localisation et de la transforme´e de
Radon. Enfin ces de´veloppements sont applique´s a` l’e´prouvette avec la zone archi-
tecture´e non incline´e dans la Section 5.4.
5.2 Ge´ome´trie et corre´lation d’images sur un pre´-
essai
5.2.1 Ge´ome´trie de l’e´prouvette
Cette e´prouvette a e´te´ cre´e´e a` partir du meˆme mate´riau, l’acier inoxydable
304L dont le comportement est pre´sente´ dans la Section 2.2.2. La ge´ome´trie de la
zone architecture´e de la plaque (d’e´paisseur 1 mm) est choisie carre´e. Comme pour
l’e´prouvette avec la zone architecture´e non incline´e, les axes horizontal et vertical
sont choisis pour ge´ne´rer le re´seau de trous. Chaque ligne horizontale ou verticale de
la zone architecture´e contient dix trous dans sa longueur. Le diame`tre du trou et la
distance inter-trous sont fixe´s a` 1 mm. La ge´ome´trie de la structure architecture´e et
la direction de chargement macroscopique, selon l’axe horizontal, sont repre´sente´es
sur la Figure 5.1. Le dessin technique de la structure totale de l’e´prouvette avec les
spe´cifications ge´ome´triques est donne´ sur la Figure E.2 (Annexe E). Les images ont
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5. Vers la localisation de la de´formation
Figure 5.1 – Sche´matisation de la ge´ome´trie et des conditions aux limites de
l’e´prouvette.
Figure 5.2 – Courbe de l’effort en fonction du de´placement machine. Les points 1, 2
et 3 repre´sentent les trois instants choisis pour regarder les champs de de´formation
calcule´s par DIC.
e´te´ re´alise´es avec une came´ra de re´solution 4.2 millions de pixels, soit 2048x2048
pixels. Une cellule unitaire a une taille de 112x112 pixels, la dimension d’un pixel
est donc 0.018 mm
La vitesse de de´placement de la traverse est e´gale a` 0.2 mm par minute dans le
domaine de re´ponse line´aire et ensuite e´gale a` 2 mm par minute dans le domaine
non-line´aire jusqu’a` rupture. La courbe de l’effort en fonction du de´placement est
repre´sente´e sur la Figure 5.2.
5.2.2 Re´sultat de la corre´lation d’images microscopique
Comme pre´ce´demment, la maillage a` l’e´chelle microscopique est assemble´ a` partir
du maillage d’une cellule e´le´mentaire. Celui-ci est compose´ d’e´le´ments triangulaires
a` un point de Gauss, chaque bord contient dix nœuds et le pe´rime`tre du trou est lui
compose´ de douze nœuds. Le maillage macroscopique est construit comme dans la
Section 2.3.4 ou` un e´le´ment quadrangle avec quatre points de Gauss repre´sente une
cellule e´le´mentaire.
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(a) (b) (c)
Figure 5.3 – Visualisation du champ de de´formation scalaire au sens de von Mises
de la DIC microscopique aux trois instants choisis. De´formation longitudinale de la
zone architecture´e e´gale a` 1.5% (a), 6.8% (b) et 9.6% (c).
Le champ de de´formation scalaire de von Mises a` l’e´chelle microscopique est
pre´sente´ sur la Figure 5.3. Le champ de de´formation scalaire des trois instants choisis
sur la courbe 5.2 est trace´e de gauche a` droite. Le premier instant de de´formation
choisi appartient au domaine line´aire de la re´ponse macroscopique de la plaque.
Le second instant de de´formation est place´ au de´but du domaine de re´ponse non-
line´aire et le troisie`me instant est place´ plus loin dans le domaine non-line´aire avant
la fissuration de la zone architecture´e.
Au premier instant (Figure 5.3(a)), la de´formation dans les cellules e´le´mentaires
est assez re´pe´titive et ne pre´sente pas de localisation. Un effet d’e´cran est obtenu dans
les lignes horizontales du re´seau comportant les trous c’est-a`-dire que la de´formation
est plus faible dans ces zones. Au contraire, les de´formations sont bien plus impor-
tantes dans les ligaments horizontaux qui ne sont pas ”prote´ge´s” par les trous. Pour
toutes les cellules, le trou central fait que les de´formations se concentrent autour de
celui-ci.
Au second instant de de´formation (Figure 5.3(b)), l’intensite´ des de´formations
dans les cellules unitaires varie suivant sa position dans la zone architecture´e. Les
cellules des colonnes de gauche et droite concentrent les plus grandes de´formations,
cela est du a` la ge´ome´trie en carre´e de la zone architecture´e. Au troisie`me instant
de de´formation choisi (Figure 5.3(c)), les cellules de la colonne de droite paraissent
concentrer la de´formation. C’est donc a` l’inte´rieur de cette colonne que va apparaˆıtre
la zone de la localisation menant a` la rupture de la zone architecture´e puis du
mate´riau homoge`ne.
5.2.3 Corre´lation d’images e´tendue a` l’e´chelle macrosco-
pique
Contrairement a` la Section 2.3.5.1 ou` l’e´chelle macroscopique a e´te´ traite´
avec une corre´lation d’images classique, nous nous inte´ressons ici a` la localisation
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5. Vers la localisation de la de´formation
Figure 5.4 – Champ de de´placement longitudinal obtenue par X-DIC ou` la fissure
est inse´re´e a posteriori graˆce a` la connaissance de sa position.
E´chelle Microscopique Macroscopique
Moyenne (niveaux gris) 4.13 5.4
Table 5.1 – Re´sidu moyen de la corre´lation d’images en niveau de gris.
des de´formations. L’e´chelle macroscopique est donc traite´e graˆce a` la corre´lation
d’images e´tendue (X-DIC ) pre´sente´e dans l’Annexe D. Le champ de de´placement
calcule´ par la corre´lation d’images est enrichi graˆce a` l’ajout de fonctions de forme
de discontinuite´ permettant ainsi de calculer le saut de de´placement du a` la loca-
lisation dans la zone architecture´e. Le champ de de´placement longitudinal calcule´
par la corre´lation d’images e´tendue est pre´sente´ sur la Figure 5.4.
5.2.4 Re´sidu de corre´lation d’images
Les champs du re´sidu des corre´lations d’images microscopique et macroscopique
sont trace´s sur la Figure 5.5. Les niveaux de gris de l’image ont une dynamique de
[0 255]. Le champ du re´sidu est quant a` lui trace´ sur l’intervalle en niveau de gris
e´gal a` [0 20]. A l’instar des re´sultats pre´ce´dents sur les e´prouvettes troue´es, le re´sidu
est le plus e´leve´ autour des trous du re´seau pour les deux corre´lations d’images.
Nous pouvons aussi remarquer en comparant le re´sidu a` l’e´chelle microscopique de
l’e´prouvette non incline´e (Figure 2.17(b)) que le re´sidu est plus important dans
les ligaments ou` les trous font e´cran au chargement, c’est-a`-dire a` l’inte´rieur des
ligaments horizontaux contenant les trous sur la Figure 5.5(b).
La moyenne du re´sidu en niveaux de gris des corre´lations d’images macroscopique
et microscopique est donne´e dans la Table 5.1. Dans la zone d’inte´reˆt comple`te, la
valeur moyenne du re´sidu est similaire et tre`s faible (4 et 5 niveaux de gris). Elle
est plus e´leve´e pour l’e´chelle macroscopique puisque la corre´lation a` l’e´chelle macro-
scopique ne peut pas capturer la cine´matique de de´formation de la microstructure.
Cette valeur montre que la corre´lation d’images est de bonne qualite´.
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(a) (b)
Figure 5.5 – Re´sidu en niveau de gris (pour une dynamique [0 255] de la corre´lation
d’images macroscopique avec introduction de la fissure (a) et de la corre´lation
d’images microscopique (b) avec une de´formation moyenne de la ZOI e´gale a` 24%.
5.3 Calcul du saut de de´placement sur le pre´-essai
Le saut de de´placement induit par la localisation des de´formations est calcule´
aux deux e´chelles. A partir des re´sultats de la corre´lation d’images a` l’e´chelle mi-
croscopique, une strate´gie de calcul est e´labore´e pour identifier ce saut avec un en-
richissement du de´placement. On donne un crite`re d’apparition expe´rimental de la
localisation dans les cellules unitaires. Ensuite, la position du support de la localisa-
tion est calcule´e en s’appuyant sur la corre´lation d’images a` l’e´chelle microscopique.
Enfin le saut de de´placement normal a` la localisation est calcule´ en introduisant un
enrichissement des me´thodes X-FEM.
Le saut de de´placement est aussi obtenu directement avec une corre´lation
d’images e´tendue a` l’e´chelle macroscopique. La fissure est introduite pre´alablement
au calcul de corre´lation. Une comparaison de la valeur maximale le long de la fissure
de ces deux sauts de de´placements est enfin re´alise´e.
5.3.1 Crite`re de localisation
Champ de de´formations plastique cumule´e : Le champ de de´formations de
Green-Lagrange est obtenu a` partir de la corre´lation d’images a` l’e´chelle micro-
scopique. Le champ de de´formation de von Mises est calcule´ avec l’E´quation 2.5
de la Section 2.3.5. Notre e´tude porte sur la localisation des de´formations dans
le domaine non-line´aire : la localisation des de´formations se produit dans ce
mate´riau ductile pour de tre`s grandes de´formations plastiques. Nous avons donc
assimile´e la de´formation plastique a` la de´formation totale (la de´formation e´lastique
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Figure 5.6 – Champ de de´formation de von Mises de la cellule unitaire appartenant
a` la colonne de droite de la zone architecture´e (troisie`me en partant du bas).
est ne´gligeable devant la de´formation plastique). Le champ de de´formation des
e´le´ments, EGL, est donc connu sur toute la zone architecture´e a` chaque pas.
Champ de de´formation plastique cumule´e au pixel : Le champ de
de´formation aux e´le´ments est projete´ sur la grille de pixels. Pour cela, les pixels sont
assimile´s a` des points place´s au centre du pixel. Le champ de de´formations Ep sur la
grille de pixels est obtenu en imposant au pixel la valeur du champ de de´formations
a` l’e´le´ment qui contient son centre. Le champ de de´formation totale trace´ sur les
pixels est donne´ sur la Figure 5.6 pour une cellule appartenant a` la colonne de droite.
Apparition de la zone de localisation : L’e´volution des de´formations moyennes
de von Mises a` l’inte´rieur des colonnes de la zone architecture´e est suivi par
la corre´lation d’images a` l’e´chelle microscopique. Quand la charge augmente, les
de´formations ne sont plus uniformes dans les ligaments et une localisation (verti-
cale) apparaˆıt le long d’une colonne de trous. A cause de la frontie`re entre la zone
architecture´e et le mate´riau homoge`ne, la zone de localisation va se former le long
de la colonne de gauche ou de droite. En effet, la structure carre´e de la zone ar-
chitecture´e induit une concentration des contraintes dans les quatre coins et donc
augmente les de´formations dans les cellules unitaires des coins. La localisation des
de´formations apparaˆıtra dans la colonne contenant le plus de de´fauts (me´salignement
ou bien un diame`tre plus important des trous).
La figure 5.7 pre´sente la de´formation moyenne de von Mises dans chacune des
dix colonnes aux trois instants pre´sente´s pre´ce´demment. Au premier instant (Fi-
gure 5.7(a)), la de´formation moyenne varie peu entre les colonnes. Au second instant
(Figure 5.7(b)), la colonne de droite a une de´formation moyenne plus importante
que les autres autres colonnes. Au troisie`me instant (Figure 5.7(c)), la localisation
des de´formations est bien e´tablie. La colonne de droite a une de´formation moyenne
bien plus importante que la colonne de gauche alors que les colonnes centrales se
de´forment beaucoup moins.
124 Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Calcul du saut de de´placement sur le pre´-essai
(a)
(b)
(c)
Figure 5.7 – Visualisation de la de´formation moyenne de von Mises dans les co-
lonnes de la zone architecture´e aux trois instants choisis.
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Figure 5.8 – E´volution de l’effort et de la de´formation moyenne dans les co-
lonnes (avec le maximum et minimum) a` l’e´chelle microscopique en fonction de
la de´formation moyenne de la zone d’inte´reˆt.
La zone de localisation apparaˆıt dans la colonne de cellules unitaires qui contient
la plus grande de´formation moyenne de von Mises (colonne de droite). Un crite`re qui
e´volue suivant la de´formation moyenne de la zone architecture´e permet de de´terminer
la zone de localisation. Un tel crite`re ne peut s’utiliser que si nous savons que la zone
de localisation repre´sente par une colonne de cellules. L’e´volution de la de´formation
moyenne des colonnes, ainsi que du maximum et du minimum des cellules de chaque
colonne, sont trace´es en fonction de la de´formation moyenne de la zone architecture´e
sur la Figure 5.8.
Crite`re en de´formation moyenne : La de´formation moyenne dans les colonnes
ne traduit pas de l’apparition de la localisation au niveau des cellules. Connais-
sant les cellules qui localisent et me`nent a` la fissuration de la zone architecture´e,
nous comparons les de´formations moyennes de ces cellules et de toutes les autres
cellules. Nous nous basons sur la valeur moyenne dans la cellule pour e´viter les
fluctuations de de´formations locales dues au calcul de la corre´lation d’images. Un
crite`re expe´rimental d’initiation de la localisation a` l’inte´rieur des cellules unitaires
est de´termine´.
Nous faisons ici l’hypothe`se qu’une cellule unitaire contient une localisation
lorsque la de´formation moyenne de von Mises a` l’inte´rieur de la cellule atteint un
certain seuil. De`s que la de´formation moyenne dans la cellule atteint 28%, nous
conside´rons qu’une localisation est apparue dans la cellule :
Ecrit = 0.28. (5.1)
Seules les cellules unitaires de la colonne de droite franchissent ce crite`re durant
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l’analyse de la corre´lation d’images microscopique. Dans ce cas, le crite`re ne s’active
que pour les derniers instants ou` les de´formations sont tre`s importantes.
5.3.2 Analyse de la position de la localisation
Une fois que le crite`re d’apparition de la localisation dans les cellules a e´te´ choisi,
nous devons de´terminer la position et l’orientation de la localisation dans les cel-
lules unitaires conside´re´es. Pour cela, nous utilisons les techniques d’imagerie et plus
particulie`rement la transforme´e de Radon [BRA 95]. La transforme´e de Radon, ex-
plicite´e dans l’Annexe C, permet de calculer la projection d’un champ sur toutes
les droites passant par l’inte´rieur de ce champ. La transforme´e de Radon pour un
champ f(x, y) est e´gale a` :
Tf =
∫
x
∫
y
[f(x, y).(xcosθ + ysinθ + b)dxdy, (5.2)
ou` θ et b sont l’inclinaison et l’ordonne´e a` l’origine de la droite de projection. En
supposant que le support de la localisation est une droite, ce support sera perpen-
diculaire au maximum de la transforme´e de Radon du champ de de´formations.
Transforme´e de Radon : une cellule unitaire conside´re´e comme localise´e est
donc utilise´e. La de´formation de la troisie`me cellule en partant du bas de la colonne
de droite a e´te´ trace´e sur la Figure 5.6. Le maximum de la transforme´e de Radon est
atteint pour un angle e´gal a` 72 degre´s et une ordonne´e a` l’origine e´gale a` 30 pixels.
La droite support de la localisation du champ des de´formations sera donc proche
de la direction horizontale et place´e au dessus du trou. Le support passe bien par
le maximum des de´formations mais une localisation de direction verticale est plutoˆt
attendue. Le re´sultat est errone´ a` cause de la de´formation nulle a` l’inte´rieur du trou.
Prise en compte du trou : afin de tenir compte du support re´el de la localisation,
la transforme´e de Radon est construite sur la seule zone contenant du mate´riau. La
fonction indicatrice de la ge´ome´trie du mate´riau est construite, elle est pre´sente´e
sur la Figure 5.9(a). Le sinogramme de la transforme´e de Radon est trace´ sur la
Figure 5.9(b). Les valeurs maximales du sinogramme correspondent aux points dont
les droites projete´es ne passent pas par le trou. Les projections qui passent par
le trou ont une valeur de transforme´e deux fois plus faible que le maximum de la
transforme´e de Radon, ce sont les droites telles que :{
θ ' {0, 90, 180}
ρ < −30 ou ρ > 30. (5.3)
Le sinogramme de la transforme´e de Radon du champ des de´formations est norme´
par la transforme´e de Radon de la ge´ome´trie du mate´riau. Ainsi chaque ligne pro-
jete´ lors de la transformation sera divise´e par sa longueur re´elle afin de prendre en
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(a) (b)
Figure 5.9 – Champ construit sur la ge´ome´trie du mate´riau (a) et sinogramme de
la transforme´e de Radon (b) de ce champ.
compte les de´formations nulles dans le trou. La Figure 5.10(a) repre´sente le sino-
gramme re´sultant du rapport entre les deux transforme´es de Radon. Le maximum
de ce sinogramme est donne´ pour un angle e´gal a` 92 (2 + 90) degre´s et une or-
donne´e a` l’origine e´gale a` 4. Le support de la localisation est trace´ sur le champ de
de´formations de la cellule sur la Figure 5.10(b). Le support de la localisation trouve´
est vertical et passe par le maximum des de´formations de von Mises.
Juxtaposition des supports de la zone de localisation : dans toutes les
cellules unitaires de la colonne de droite du mate´riau architecture´e apparaˆıt une
localisation. Le support de la localisation pour chaque cellule est calcule´ a` l’aide de
la transforme´e de Radon. La Figure 5.11 pre´sente la position du support de la loca-
lisation pour les dix cellules unitaires de la colonne de droite dans la configuration
de´forme´e.
Tous les supports de localisation calcule´s ont une inclinaison proche de l’axe
vertical et se situent vers le centre du trou. Toutefois, nous pouvons noter que
l’orientation des supports varie entre 86 et 97 degre´s (par rapport a` l’horizontale).
L’ensemble des supports ne forme donc pas un support complet rectiligne le long de
la colonne.
5.3.3 Calcul du saut de de´placement microscopique
Afin de calculer le saut de de´placement du a` la pre´sence de la localisation dans la
cellule unitaire, nous conside´rons la cellule comme un quadrangle dont la cine´matique
est enrichie a` l’aide de fonctions de forme de discontinuite´s.
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Figure 5.10 – (a) Rapport entre le Sinogramme de la transforme´e de Radon du
champ de de´formation de von Mises et du champ construit sur la ge´ome´trie du
mate´riau ; (b) Champ de de´formation de la cellule unitaire sur lequel est trace´ le
support de la localisation.
(a)
Figure 5.11 – Visualisation des lignes de localisation pour les cellules ou` la locali-
sation s’est forme´e dans la configuration de´forme´e.
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5.3.3.1 Base X-FEM
La cellule unitaire est donc conside´re´e comme un quadrangle dont les coins sont
les nœuds. Le quadrangle conside´re´ est recentre´ et les coordonne´es sont ramene´es
dans l’intervalle [−1, 1]. Les quatre fonctions de forme e´le´ments finis du quadrangle
sont de´finies ci-dessous pour les coordonne´es x et y :
N1 =
1
4
(1− x)(1− y)
N2 =
1
4
(1 + x)(1− y)
N3 =
1
4
(1 + x)(1 + y)
N4 =
1
4
(1− x)(1 + y)
(5.4)
Pour prendre en compte le saut de de´placement du a` la localisation de la de´formation,
nous introduisons la fonction de Heaviside Hloc de´finie de part et d’autre de la
localisation, comme explique´ dans l’Annexe D :
Hloc =
{
0 si y < xtanθ + b
1 si y > xtanθ + b
(5.5)
ou` y = xtanθ+b est la ligne support de la localisation des de´formations. La fonction
de Heaviside Hloc est donc a` valeurs entre 0 et 1 suivant la position du nœud par
rapport a` la position de la localisation. Les fonctions de forme de la discontinuite´
sont e´gales a` :
Hi = (Hloc −Hloc(xi)).Ni, ∀i ∈ {1, ..., 4} (5.6)
ou` xi est la coordonne´e du coin du quadrangle ou` la fonction de forme Ni est maxi-
male. Nous utilisons les fonctions enrichies de´finies par Zi [ZI 03]. Ces fonctions sont
dites de´cale´es, shifted, les fonctions d’enrichissement Hi sont a` valeur dans l’inter-
valle [−1, 1].
5.3.4 Calcul du saut de de´placement normal a` la ligne de
localisation
Les nœuds se´lectionne´s dans chaque cellule pour l’identification de la partie conti-
nue du de´placement sont les nœuds les plus e´loigne´s de la position de la localisation.
La distance a` la localisation de chaque nœud est donc calcule´e. Les 20 nœuds nc les
plus e´loigne´s de la localisation (10 de chaque coˆte´) sont re´cupe´re´s. Les nœuds sont
repre´sente´s avec des symboles rouges sur la Figure 5.12, ils ne correspondent pas
force´ment aux nœuds du bord de la cellule unitaire lorsque l’inclinaison de la locali-
sation est importante. Le reste des nœuds nd de la cellule, de´finis par l’e´quation 5.7,
est utilise´ pour calculer la partie discontinue du de´placement.
nd = {1, ..., n} \ {nc} (5.7)
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Calcul du saut de de´placement sur le pre´-essai
Les vecteurs ac et ad regroupant les valeurs du de´placement normal a` la localisation
sont de´finies sur les nœuds se´lectionne´s pour la partie continue et discontinue du
de´placement a` partir des deux syste`mes suivants :
Lcac = U
n(nc) (5.8)
Ldad = U
n(nd)−Ldac (5.9)
ou` le de´placement Un est le de´placement normal a` la localisation et les matrices Lc
et Ld regroupent respectivement les fonctions de forme classiques aux nœuds nc et
les fonctions de forme de la discontinuite´ aux nœuds nd. Les matrices sont de´finies
par les e´quations suivantes :{
Lc = [N1(nc) N2(nc) N3(nc) N4(nc)]
Ld = [H1(nd) H2(nd) H3(nd) H4(nd)].
(5.10)
Les vecteurs ac et ad sont calcule´s aux moindres carre´s sur les nœuds se´lectionne´s.
Le de´placement U c est reconstruit sur les nœuds utilise´s pour la partie continue et
discontinue du de´placement de la cellule unitaire par les e´quations suivantes :
U c(nc) =
4∑
i=1
Niaci (5.11)
U c(nd) =
4∑
i=1
Hiadi (5.12)
Le de´placement mesure´ par la corre´lation d’images microscopique normal a` la loca-
lisation (en bleu) et le de´placement calcule´ avec la discontinuite´ (en rouge la partie
continue et en magenta la partie discontinue) sont trace´es sur la Figure 5.12. Le saut
de de´placement normal a` la localisation [Um] est la diffe´rence entre les de´placements
des deux nœuds les plus proches de la localisation. Le saut de de´placement est donc
e´gal a` :
[Um] = min(U
c(Hloc = 1))−max(U c(Hloc = 0)). (5.13)
5.3.5 Bilan
Une e´prouvette avec une zone architecture´e de dimension plus faible a e´te´ re´alise´e
afin d’analyser dans un premier temps les effets de la localisation des de´formations a`
l’e´chelle du trou. Les cellules unitaires de cette e´prouvette ou` apparaˆıt la localisation
font partie de la zone de transition entre le mate´riau homoge`ne et la zone architec-
ture´e. Deux manie`res de calculer le saut de de´placement normal a` la localisation ont
e´te´ de´taille´es.
La premie`re me´thode s’appuie sur l’e´chelle macroscopique ou` la connaissance de
la position de la fissure permet d’effectuer une corre´lation d’images e´tendue. La dis-
continuite´ est inse´re´e au de´but du calcul de corre´lation et le saut de de´placement est
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5. Vers la localisation de la de´formation
Figure 5.12 – Calcul du champ de de´placement X-FEM avec l’introduction d’une
discontinuite´. Avec les symboles + le de´placement normal mesure´ par corre´lation
d’images, en ◦ et O la partie continue et discontinue du de´placement identifie´.
calcule´ pour toutes les images e´tudie´es. La seconde me´thode est d’utiliser le re´sultat
de la corre´lation d’images classique a` l’e´chelle microscopique. La transforme´e de Ra-
don permet d’obtenir la position du support de la localisation apre`s avoir de´termine´
un crite`re d’apparition de la localisation. Ensuite, la cine´matique macroscopique
de la cellule unitaire est enrichie avec des fonctions de forme discontinues afin de
calculer le saut de de´placement normal a` la localisation.
Une comparaison des sauts de de´placement calcule´s a` partir des deux e´chelles
est re´alise´e. A l’instar de l’e´chelle macroscopique ou` la discontinuite´ est connue et
inse´re´e de`s le de´but du calcul, nous choisissons d’e´tudier uniquement les cellules
unitaires qui localisent a` partir de l’e´chelle microscopique. Il est choisi de calculer
le saut a` partir d’une de´formation moyenne e´gale a` 5% de la zone architecture´e. Le
saut de de´placement maximal par les deux approches est conside´re´ et trace´ sur la
Figure 5.13 en fonction de la de´formation moyenne de la zone architecture´e.
Un bon accord sur le saut de de´placement maximal est obtenu. Il est du meˆme
ordre de grandeur entre les deux me´thodes. Un saut de de´placement de quelques
pixels (e´quivalent a` 0.2 mm) est ainsi trouve´ par ces me´thodes. La comparaison du
saut a e´te´ faite avant le de´chirement de la zone architecture´e puisque la corre´lation
d’images microscopique classique pre´sente trop d’erreur de`s que la localisation de-
vient visible.
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Application sur l’e´prouvette a` 0 degre´s
Figure 5.13 – E´volution des sauts de de´placements microscopique et macroscopique
en fonction de la de´formation moyenne de la zone architecture´e.
5.4 Application sur l’e´prouvette a` 0 degre´s
La me´thode pour calculer le saut de de´placement induit par la zone de localisa-
tion a` partir de l’e´chelle microscopique est maintenant applique´e a` l’e´prouvette non
incline´e pre´sente´e dans la Section 2.3.1. La ge´ome´trie de l’e´prouvette avec la struc-
ture architecture´e centrale non incline´e est repre´sente´e sur la Figure 2.1(a). La zone
de localisation apparaˆıt dans le ligne horizontale centrale de la zone architecture´e a`
cause de sa ge´ome´trie. En effet, un trou de chaque coˆte´ de cette ligne a e´te´ ajoute´
afin d’obliger la fissure d’apparaˆıtre ici. La zone de localisation n’apparaˆıt donc pas
dans la zone de transition entre les deux mate´riaux mais a` l’inte´rieur de la zone
architecture´e.
Une e´tude du crite`re de´veloppe´ pre´ce´demment est pre´sente´e dans la Section 5.4.1
pour conclure sur sa pertinence. Une fois les cellules unitaires localise´es choisies, le
calcul de la position du support de la localisation est effectue´ sur toutes ces cellules
dans la Section 5.4.2. Une analyse statistique sur les cellules unitaires localise´es de
l’e´prouvette non incline´e donne une dispersion importante de la position de la ligne
de localisation. Une nouvelle me´thode d’identification de la position de la localisation
est donne´e. Enfin le saut de de´placement normal a` la localisation est calcule´ avec
les me´thodes X-FEM dans la Section 5.4.3.
5.4.1 Crite`re de localisation
L’e´volution de la de´formation moyenne des lignes de la zone architecture´e en
fonction de la de´formation moyenne de la plaque est trace´e sur la Figure 5.14.
L’ordonne´e de la courbe correspond au nume´ro de la ligne, ou` la premie`re ligne
est la ligne infe´rieure de la zone architecture´e et la dernie`re la ligne supe´rieure. Le
dernier e´tat de de´formation est l’instant qui pre´ce`de la fissuration comple`te de la
zone architecture´e.
Les cellules unitaires de la ligne horizontale centrale concentrent bien les
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5. Vers la localisation de la de´formation
Figure 5.14 – Carte de l’e´volution de la de´formation moyenne dans les lignes de la
zone architecture´e en fonction de la de´formation moyenne de la ZOI.
Figure 5.15 – Visualisation de la zone de localisation pour les dix cellules unitaires
situe´es le plus a` gauche de la ligne horizontale centrale de trous.
de´formations les plus e´leve´es a` chaque image. Un crite`re de´pendant de la de´formation
de la zone architecture´e peut ainsi eˆtre construit pour de´terminer quelles sont les
cellules localise´es de la zone architecture´e.
5.4.2 Analyse de la position de la localisation
La localisation dans les cellules unitaires apparaˆıt sur la ligne horizontale centrale
de la zone architecture´e. Le support de la localisation de chaque cellule est calcule´
avec la transforme´e de Radon de´veloppe´e dans la Section 5.3.2. La fonction indi-
catrice de la cellule unitaire est utilise´e pour normer le calcul de la transforme´e de
Radon du champ de de´formation de von Mises. Pour les cellules concerne´es par la lo-
calisation, le support de la localisation trouve´e est proche de la direction horizontale
et du centre du trou. La position du support de la localisation pour les dix cellules
unitaires les plus a` gauche de la ligne centrale est pre´sente´e sur la Figure 5.11.
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Application sur l’e´prouvette a` 0 degre´s
Moyenne E´cart-type
Angle (degre´s) -1.9 6.9
Ordonne´e a` l’origine (pixel) -1.06 4.8
Table 5.2 – Moyenne et e´cart-type des parame`tres de la position de la localisation
pour les 51 cellules unitaires de la ligne centrale.
Toutefois, l’ensemble des supports ne forme pas un support parfaitement rec-
tiligne le long de la ligne centrale. Le me´salignement des supports des 51 cellules
unitaires de la ligne centrale est de´taille´ dans la Table 5.2 avec la moyenne et l’e´cart-
type de l’angle d’inclinaison et de l’ordonne´e a` l’origine du support. La moyenne de
l’angle d’inclinaison est e´gale a` −1.9o ce qui montre que les localisations sont tre`s
proches de l’horizontal mais l’e´cart-type est e´gal a` 6.9o. L’e´cart-type montre qu’il
existe de fortes dispersions dans la valeur de l’angle d’inclinaison. Il en est de meˆme
avec l’ordonne´e a` l’origine du support (moyenne e´gale a` −1 pixel et e´cart-type e´gal
a` 5 pixels).
Calcul d’une nouvelle position du support : une mauvaise position du
support de la localisation engendre des re´sultats approximatifs pour le saut de
de´placement calcule´ ensuite. L’angle d’inclinaison varie assez fortement (dans l’in-
tervalle [−10, 10] degre´s) alors que la ge´ome´trie choisie pour la zone architecture´e
implique un support proche de l’axe horizontal. L’objectif est d’obtenir une valeur
plus proche de cet angle avec une analyse des champs de de´formation a` l’e´chelle
microscopique. Pour cela, connaissant les cellules unitaires qui ont localise´, l’ide´e est
d’associer a` une cellule localise´e les deux cellules localise´es adjacentes. Le re´sultat de
la quatrie`me cellule en partant de la gauche est donne´ sur la Figure 5.16. Le support
de la localisation a une inclinaison e´gale a` 1 degre´. Il en est de meˆme pour toutes
les cellules de ligne horizontale.
Cette me´thode n’est valable que si le support de la localisation a la meˆme orien-
tation entre la cellule conside´re´ et ses deux cellules adjacentes. Pour les e´prouvettes
avec la zone architecture´e a` 30 et 45 degre´s, la fissuration bifurque dans le re´seau de
trous. Elle est majoritairement incline´e dans les lignes du re´seau comme le montre
la Figure 5.17 mais aux endroits ou` la fissure bifurque, le calcul de la position de la
localisation ne donne pas de re´sultat concluant.
5.4.3 Saut de de´placement microscopique
La zone de localisation apparaˆıt dans la ligne centrale horizontale. Le champ de
de´formation de von Mises de la sixie`me cellule unitaire en partant de la gauche est
trace´e sur la Figure 5.18(a). Cette cellule n’appartient pas a` la zone de transition
entre les deux mate´riaux et a une cine´matique de de´formation pe´riodique. La loca-
lisation trouve´e par la transforme´e de Radon est incline´e de 2 degre´s par rapport a`
Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015 135
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
5. Vers la localisation de la de´formation
Figure 5.16 – Visualisation du champ de de´formations de von Mises de trois cellules
unitaires localise´es adjacentes et du support de la localisation calcule´.
(a) (b)
Figure 5.17 – Visualisation des e´prouvettes apre`s de´chirement de la zone architec-
ture´e : (a) 30 degre´s et (b) 45 degre´s d’inclinaison.
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Application sur l’e´prouvette a` 0 degre´s
(a) (b)
Figure 5.18 – (a) Champ de de´formation de von Mises de la sixie`me cellule unitaire
de la ligne centrale en partant de la gauche. Le support de la localisation est trace´ en
magenta ; (b) Calcul du champ de de´placement X-FEM avec l’introduction d’une
discontinuite´ deux images avant la fissuration de la zone architecture´e. Avec les
symboles + le de´placement normal, en ◦ et O la partie continue et discontinue du
de´placement calcule´.
l’horizontale et centre´e au niveau du trou.
La me´thode de calcul du saut de de´placement normal a` la localisation est iden-
tique a` la me´thode pre´sente´e dans la Section 5.3.3.1. La cine´matique de la cellule
unitaire est enrichie avec la discontinuite´ en utilisant la partition de l’unite´. Le
de´placement normal a` la localisation mesure´ par la corre´lation d’images microsco-
pique (en bleu) et le de´placement calcule´ avec la discontinuite´ (en rouge la partie
continue et en magenta la partie discontinue) sont trace´es sur la Figure 5.18(b).
Dans le domaine non-line´aire la de´formation de la cellule est uniaxiale (voire Fi-
gure 3.1(a)). Les bords de la cellule restent droits et l’identification de la partie
continue du de´placement enrichi est assez pre´cise.
La cellule unitaire la plus excentre´e a` droite de la ligne centrale est maintenant
conside´re´e. Elle fait partie de la zone de transition entre les deux mate´riaux et a une
cine´matique de de´formation non pe´riodique (Figure 3.9(a)). Les bords de la cellule
normaux a` la localisation se de´forment de manie`re parabolique. Le de´placement
normal a` la localisation mesure´ par la corre´lation d’images microscopique (en bleu)
et le de´placement calcule´ avec la discontinuite´ (en rouge la partie continue et en
magenta la partie discontinue) sont trace´es sur la Figure 5.19. La projection sur
l’axe vertical (Figure 5.19(b)) et sur l’axe horizontal (Figure 5.19(a)) sont de´taille´s.
Comme attendu, cette cellule a une localisation beaucoup plus importante qu’a`
l’inte´rieur du re´seau de trous (saut de de´placement a` peu pre`s e´gal a` 3, 5 pixels
par rapport a` 1.7 pixels pour la cellule pre´ce´dente). Par contre l’identification de la
partie continue du de´placement n’est pas pre´cise (Figure 5.19(a)). Pour la capturer
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5. Vers la localisation de la de´formation
(a) (b)
Figure 5.19 – Calcul du champ de de´placement X-FEM avec l’introduction d’une
discontinuite´ deux images avant la fissuration de la zone architecture´e. Projection
sur l’axe vertical (a) et projection sur l’axe horizontal (b) du de´placement nor-
mal(symboles +), de la partie continue (symboles ◦) et discontinue du de´placement
(symboles O) calcule´.
Figure 5.20 – Champ de de´placement longitudinal de la corre´lation d’images
e´tendue.
il faudrait utiliser une cine´matique d’ordre supe´rieur adapte´e a` sa non-pe´riodicite´.
5.4.4 Corre´lation d’images e´tendue
L’e´chelle macroscopique est traite´e avec une corre´lation d’images e´tendue. La
fissure est inse´re´e sur la ligne centrale horizontale ou` la zone architecture´e se fissure.
Seul le re´sultat sur les cinq lignes de trous autour de la fissure est donne´ puisque
nous nous inte´ressons au saut de de´placement obtenu au niveau de la fissure. Le
de´placement normal a` la fissure est trace´ sur la Figure 5.20 ou` un e´le´ment quadrangle
repre´sente une cellule unitaire (5 e´le´ments dans la direction verticale donc).
Juste avant la fissuration comple`te de la zone architecture´e, le saut de
de´placement mesure´ est de l’ordre d’une dizaine de pixels, soit 0.2 mm alors que la
dimension d’un trou est e´gale a` 0.5 mm. La comparaison du saut de de´placement
mesure´ a` partir des deux e´chelles donne des re´sultats du meˆme ordre de grandeur.
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Synthe`se
Toutefois la valeur maximale du saut de de´placement calcule´e a` partir de l’e´chelle
microscopique n’est pas assez pre´cise puisque les cellules concentrant le maximum
des de´formations sont les deux cellules les plus excentre´es de la ligne centrale.
5.5 Synthe`se
Dans un premier temps une e´prouvette avec une zone architecture´e de di-
mension plus faible a e´te´ re´alise´e afin d’analyser les effets de la localisation des
de´formations aux e´chelles microscopique et macroscopique. Les cellules unitaires de
cette e´prouvette qui localisent font partie de la zone de transition entre le mate´riau
homoge`ne et la zone architecture´e. Deux me´thodes expe´rimentales pour calculer le
saut de de´placement normal a` la localisation ont e´te´ de´taille´es.
La premie`re me´thode est directe et s’appuie sur l’e´chelle macroscopique. La
connaissance de la position de la fissure permet d’effectuer une corre´lation d’images
e´tendue. La discontinuite´ est inse´re´e dans les e´le´ments repre´sentant une cellule uni-
taire concerne´s et le saut de de´placement est mesure´. La seconde me´thode utilise
les re´sultats de la corre´lation d’images de l’e´chelle microscopique. La transforme´e
de Radon permet d’obtenir la position du support de la localisation en prenant en
compte la ge´ome´trie de la cellule. Ensuite, la cine´matique de la cellule unitaire est
enrichie avec des fonctions de forme discontinues, de type X-FEM afin de calculer
le saut de de´placement normal a` la localisation.
Cette analyse a e´te´ applique´e a` l’e´prouvette avec la zone architecture´e non in-
cline´e. La localisation apparaˆıt dans la ligne horizontale centrale du re´seau de trous.
Dans la Section 3.2.3 il a e´te´ montre´ que ces cellules unitaires ont une re´ponse
pe´riodique dans le domaine non-line´aire sauf pour les deux cellules les plus ex-
centre´es de cette ligne. Une analyse statistique a montre´e qu’il faut conside´rer les
cellules adjacentes pour calculer la position de la localisation avec la transforme´e de
Radon. Le saut de de´placement a` partir de l’e´chelle microscopique est calcule´ pour
une cellule avec une cine´matique pe´riodique et une cellule du bord. Dans la cellule
du bord, la partie discontinue du de´placement X-FEM ne s’obtient pas a` cause des
de´formations cubiques des bords (voire Section 3.2.3 et Figure 3.9). L’estimation du
saut de de´placement dans ces deux cellules n’est pas assez pre´cise pour comparer les
sauts de de´placements mesure´s par les deux e´chelles.
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Conclusions et perspectives
Conclusions
Ce travail de the`se s’inscrit dans une de´marche de validation des changements
d’e´chelle en me´canique non-line´aire. Jusqu’a` maintenant les me´thodes multi-e´chelles
sont valide´es par comparaison avec des simulations plein champ, ou` les he´te´roge´ne´ite´s
doivent toutes eˆtre repre´sente´es. Les moyens expe´rimentaux de validation sont la
re´ponse globale de la structure, la re´cupe´ration d’informations locales (seulement
en quelques points) ou l’e´tude post-mortem de l’e´chantillon pour l’analyse de la
rupture des he´te´roge´ne´ite´s. Dans ce travail, un mate´riau multi-e´chelle mode`le a e´te´
cre´e´ et teste´ avec une came´ra a` tre`s haute re´solution afin de mesurer les champs
de de´placements sur toute la structure aux e´chelles microscopique et macrosco-
pique. L’orientation de la structure architecture´e a permis d’obtenir des sollicitations
couple´es (traction, cisaillement) dans les cellules unitaires a` l’aide d’une machine de
traction uniaxiale.
Le pre´-dimensionnement des structures architecture´es et les re´sultats
expe´rimentaux sont de´taille´s dans le deuxie`me chapitre du manuscrit. Les re´sultats
de la corre´lation d’images aux e´chelles microscopique et macroscopique sont ve´rifie´s
en regard de la qualite´ du re´sidu calcule´. Le manuscrit traite ensuite des diffe´rents
aspects de changement d’e´chelles du mate´riau qui peuvent eˆtre utilise´s dans les
me´thodes multi-e´chelles. Ces aspects peuvent se de´composer suivant la de´formation
de la structure architecture´e : le domaine line´aire, le domaine non-line´aire, la loca-
lisation des de´formations menant a` la fissuration.
Le passage de l’e´chelle macroscopique vers l’e´chelle microscopique se fait
ge´ne´ralement en appliquant des conditions aux limites en de´placement. Ces condi-
tions aux limites de´pendent du choix du milieu macroscopique (classique ou d’ordre
supe´rieur) et de la pe´riodicite´ ou non de la microstructure. Dans ce manuscrit, il
est montre´ que pour les cellules unitaires ayant une cine´matique pe´riodique, des
conditions aux limites pe´riodiques du premier ordre (usuelles) sont aussi pre´cises
que des conditions aux limites pe´riodiques du second ordre. Mais dans le cas des cel-
lules de la zone de transition, ayant une cine´matique non pe´riodique, les conditions
aux limites pe´riodiques usuelles donnent des re´sultats errone´s et le milieu macro-
scopique doit eˆtre enrichi. Des conditions aux limites cine´matiques d’ordre deux
ne peuvent pas non plus repre´senter les de´formations de cisaillement. Il est donc
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ne´cessaire d’appliquer des conditions aux limites pe´riodiques d’ordre deux. L’e´cart
entre le contour expe´rimental et le contour pre´vu par le calcul avec les conditions
aux limites pe´riodiques d’ordre deux est entre 1.3 et 2 fois plus petit que celui ob-
tenu avec les conditions aux limites pe´riodiques du premier ordre. Les conditions
aux limites cine´matiques d’ordre trois sont encore plus pre´cises.
Le remplacement des cellules unitaires avec une cine´matique pe´riodique par un
milieu homoge`ne e´quivalent (MHE) est aussi aborde´. La ge´ome´trie de la cellule uni-
taire introduit des syme´tries dans le comportement du mate´riau a` l’e´chelle macrosco-
pique. Dans notre cas celui-ci devient cubique (le module de cisaillement n’est plus
lie´ au module de Young et au coefficient de Poisson). Les caracte´ristiques e´lastiques
du MHE sont calcule´s par deux me´thodes : l’homoge´ne´isation usuelle nume´rique
et l’homoge´ne´isation a` partir des re´sultats expe´rimentaux. L’identification du com-
portement plastique ne´cessite des simulations d’essais biaxiaux supple´mentaires. Un
crite`re de Hill est identifie´ pour les cas de chargement en traction et cisaillement.
Un crite`re de Tsa¨ı-Hill est ne´cessaire pour les essais en compression afin de prendre
en compte le premier invariant des contraintes.
Le dernier chapitre s’est inte´resse´ a` la fissuration de la zone architecture´e et a`
l’initiation de la localisation des de´formations dans les cellules unitaires. Le sup-
port de la localisation est calcule´ avec la transforme´e de Radon du champ des
de´formations mesure´ par DIC. La cine´matique de la cellule est enfin enrichie avec
une discontinuite´ et le saut de de´placement normal a` la localisation est identifie´.
Une comparaison du maximum du saut de de´placement le long de la fissure identifie´
a` partir des de´formations microscopiques a` celui calcule´ avec la corre´lation d’images
e´tendue a` l’e´chelle macroscopique est mene´e afin de valider la strate´gie d’identi-
fication. Cette strate´gie a ensuite e´te´ applique´e a` l’e´prouvette non incline´e ou` la
position de la fissure est connue. Une analyse statistique sur les cellules localise´es a
montre´ que le calcul de la position de la ligne de localisation donne d’importantes
dispersions : une nouvelle me´thode a donc e´te´ pre´sente´e.
Perspectives
Les perspectives de ce travail sont nombreuses, autant du point de vue
expe´rimental que de la simulation nume´rique. Une liste non exhaustive de ces pers-
pectives est donne´ ci-apre`s :
– L’orientation de la structure architecture´e a permis d’obtenir des sollicitations
couple´es en traction et cisaillement dans les cellules a` partir d’une machine
de traction uniaxiale. Afin d’obtenir plus d’e´tats de chargement au niveau de
la microsctructure, une machine de traction biaxiale pourrait eˆtre utilise´e. La
ge´ome´trie de l’e´prouvette doit pour cela eˆtre repense´e, la structure macro-
scopique doit avoir une forme de croix et la structure architecture´e peut eˆtre
place´e au centre.
– La structure architecture´e a mis en e´vidence un changement de phase de
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l’acier inoxydable dans les cellules localise´es alors que l’essai se fait a`
tempe´rature ambiante. Certaines e´tudes montrent qu’une de´formation impor-
tante a` tempe´rature ambiante peut provoquer un changement de phase dans
des aciers similaires au notre [OLS 75, SOL 10]. La magne´tisation de la struc-
ture architecture´e montre que les cellules unitaires localise´es sont passe´es d’une
phase auste´nitique a` une phase martensitique (de´formation tre`s importante
due a` la pre´sence des trous). Une expe´rience a par ailleurs e´te´ re´alise´e avec un
pyrome`tre place´e sur une cellule qui localise. Un changement de tempe´rature
apparaˆıt nettement avant la fissuration synonyme d’un changement de phase.
– Notre ge´ome´trie de cellule (un carre´ perce´ en son centre) induit un mate´riau
homoge`ne e´quivalent avec un comportement cubique. Il serait inte´ressant
de construire une cellule unitaire donnant un comportement de MHE lui
aussi isotrope. Pour cela, nous pourrions nous appuyer sur les travaux d’Auf-
fray [AUF 08] pour cre´er une telle structure.
– Afin de re´duire le temps de calcul des me´thodes multi-e´chelles d’ordre supe´rieur
de type FE2, il serait judicieux de remplacer les cellules unitaires ayant une
cine´matique pe´riodique par un mate´riau homoge`ne e´quivalent. En effet, le
chapitre 4 montre que l’homoge´ne´isation de ces cellules est possible. Une
me´thode de couplage entre l’inte´rieur de la structure architecture´e,ayant une
cine´matique pe´riodique, et la zone de transition doit eˆtre mise en place. On
peut penser a` une me´thode Arlequin par exemple.
– La cine´matique classique de la cellule enrichie avec un saut de de´placement
n’est pas adapte´e aux cellules de la zone de transition. Le bord de ces cel-
lules a une de´formation parabolique ce qui nuit a` l’identification de la partie
continue du de´placement et donc du saut de de´placement. Une cine´matique
plus complexe doit eˆtre choisie pour identifier le saut de de´placement normal
a` la fissure. Cette cine´matique plus comple`te est ne´cessaire si nous voulons
analyser la localisation dans les e´prouvettes avec la structure architecture´e in-
cline´e. En effet, quelque soit la cine´matique des cellules (pe´riodique ou non
pe´riodique), les cellules sont soumises a` du cisaillement et les bords ont une
de´formation non line´aire. Cette observation questionne les me´thodes actuelles
de changement d’e´chelles des mate´riaux fissurants.
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Annexe A
Calcul des conditions aux limites pe´riodiques
ge´ne´ralise´es
Imple´mentation d’un milieu du second ordre
Dans notre travail, nous e´tudierons plus particulie`rement l’imple´mentation d’un
milieu d’un second ordre a` l’e´chelle macroscopique. La me´thode est repre´sente´e sur
la figure A.1. Le de´placement microscopique um est de´fini dans la cellule unitaire
comme la somme d’un champ de de´placement venant de l’e´chelle macroscopique (u¯)
et d’un champ de de´placement microscopique inconnu (w) :
um = u¯+w dans Ω. (A.1)
w est un champ de de´placement inconnu ve´rifiant la condition de pe´riodicite´ sur
le bord du VER e´tudie´. Le champ (u¯) est de´fini par le gradient du tenseur de la
transformation macroscopique (FM) et son gradient (GM = ∇FM) sur le contour
du VER :
u¯ = FM .X +
1
2
XGMX sur Γ, (A.2)
ou` X est la coordonne´e d’un point quelconque du VER.
CC 
Milieu macroscopique (second ordre) 
FM, GM PM, QM 
Comportement 
Problème micro 
Figure A.1 – Principe de la me´thode FE2 avec un milieu macroscopique du second
ordre.
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x
y
(0,0) Nr
Nh
Nl
Nb
Sh
Sb
×
×
Xs
SdSg × ×
Ys
Figure A.2 – Sche´ma repre´sentant les parame`tres utilise´s pour les conditions aux
limites pe´riodiques de la cellule unitaire non de´forme´e.
Calcul des conditions limites pe´riodiques ge´ne´ralise´es
La condition de pe´riodicite´ entre deux points homologues des lignes gauche et
droite et des lignes haut et bas s’e´crit :
wg(Ys) = wd(Ys) et wh(Xs) = wb(Xs), (A.3)
ou` Xs et Ys sont respectivement l’abscisse de deux points homologues des lignes haut
et bas et l’ordonne´e de deux points homologues des lignes gauche et droite. Les points
sont de´crits sur la Figure A.2. Pour la suite du calcul, la coordonne´e concerne´e par
les points homologues est omise. Les conditions aux limites pe´riodiques se calculent
par soustraction des de´placements microscopiques de deux points homologues :

umd − umg = FM .(Xd −Xg) +
1
2
XdG
MXd − 1
2
XgG
MXg
umh − umb = FM .(Xh −Xb) +
1
2
XhG
MXh − 1
2
XbG
MXb
(A.4)
La cellule unitaire e´tant un carre´ de coˆte´ L, la position initiale entre deux points
homologues s’e´crit :
{
Xd −Xg = LNd et Xd +Xg = 2YsNh
Xh −Xb = LNh et Xh +Xb = 2XsNd,
(A.5)
En simplifiant le terme de droite dans l’e´quation (A.4) et en utilisant la proprie´te´
de syme´trie mineure de GM (GMijk = G
M
kji), les conditions de pe´riodicite´ s’explicitent
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pour le couple des bords droit et gauche :
umd − umg = LFM .Nd +
1
2
(Xg + LNd)G
M(Xg + LNd)− 1
2
XgG
MXg
umd − umg = LFM .Nd +
L
2
NdG
MNd +
L
2
(NdG
MXg +XgG
MNd)
umd − umg = LFM .Nd +
L
2
NdG
MNd +
L
2
(
NdG
M(YsNh − L
2
Nd) + (YsNh − L
2
Nd)G
MNd
)
umd − umg = LFM .Nd +
L
2
Ys(NhG
MNd +NdG
MNh)
umd − umg = LFM .Nd + LYsNhGMNd
(A.6)
La me´thode est analogue pour le couple des bords haut et bas, les conditions de
pe´riodicite´ s’e´crivent donc :{
umd − umg = LFM .Nd + LYsNhGMNd
umh − umb = LFM .Nh + LXsNhGMNd
(A.7)
Le calcul de ces conditions aux limites a e´te´ mene´ dans le cadre d’une cellule rec-
tangulaire par Kouznetsova dans [KOU 02]. Le re´sultat obtenu alors s’e´crit :
umd − umg = WFM .Nd +WNdGMXl +
W 2
2
NdG
MNd
umh − umb = HFM .Nt +HNtGMXb +
H2
2
NtG
MNt
(A.8)
En posant L = W = H et en de´veloppant le second membre des e´quations,
nous retrouvons le re´sultat donne´ par l’e´quation (A.8). Il peut eˆtre note´ que
si le second gradient des de´placements GM est un tenseur nul alors le second
terme des e´quations de pe´riodicite´ (A.7) ne de´pend plus que du gradient de la
transformation et nous obtenons les conditions aux limites classiques du premier
ordre. Ainsi lorsque le second gradient est non nul, chaque nœud est lie´ avec son
point homologue mais n’est plus lie´e au coˆte´ auquel il appartient.
En imposant uniquement cette condition cine´matique de de´placement sur le bord,
la cellule unitaire ne se de´forme plus en moyenne. Pour cela, nous devons nous
assurer que les moyennes microscopiques des deux gradients de transformation (<
Fm > et < Gm >) sont e´gales aux deux gradients macroscopiques (FM et GM). Le
premier gradient de la transformation microscopique s’obtient a` partir du champ de
de´placement microscopique dans la cellule (e´quation A.1) :
Fm =∇u¯+∇w. (A.9)
La relation pre´ce´dente (A.9) est inte´gre´e sur la surface de la cellule unitaire et est
divise´e par la surface S pour obtenir la moyenne du gradient de transformation
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microscopique :
< Fm >=
1
S
∫
S
(∇u¯+∇w) dS. (A.10)
Le the´ore`me de la divergence est utilise´e sur l’e´quation pre´ce´dente (A.10) pour ob-
tenir une inte´grale sur le contour du VER ou` les champs de de´placements microsco-
piques sont connus et remplace´s :
< Fm >=
1
S
∫
Γo
(
FM .XdS +X.GM .X
)
.ndS +
1
S
∫
Γo
w.ndΓ. (A.11)
Le the´ore`me de la divergence est re´utilise´e pour transformer les deux premiers
membres de la partie droite de l’e´quation pre´ce´dente (A.11) et obtenir l’e´galite´ des
gradients de transformation aux deux e´chelles :
< Fm >= FM +
(
1
S
∫
S
XdS
)
: GM +
1
S
∫
Γo
w.ndΓ. (A.12)
Les deuxie`me et troisie`me termes du membre de droite de l’e´quation (A.12) doivent
donc eˆtre nuls pour imposer en moyenne le gradient de la transformation dans la
cellule. Le deuxie`me terme est nul puisque le centre du repe`re de la cellule est place´
au centre de la cellule donc l’inte´grale de la position (
∫
S
XdS) est nulle. Le troisie`me
terme est aussi nul, le champ w e´tant pe´riodique sur le contour de la cellule unitaire.
La seconde condition pour imposer les conditions aux limites pe´riodiques en
moyenne dans la cellule est que le gradient du gradient de la transformation
macroscopique soit e´gal a` la moyenne du second gradient microscopique. Nous
e´crivons donc le second gradient microscopique a` partir de l’e´quation du champ
de de´placement microscopique (e´quation A.1) :
Gm =∇(∇u¯) +∇(∇w). (A.13)
La relation pre´ce´dente (A.13) est inte´gre´e sur la surface de la cellule unitaire et est
divise´e par la surface S pour obtenir la moyenne du second gradient de la transfor-
mation microscopique :
< Gm >=
1
S
∫
S
(∇(∇u¯) +∇(∇w)) dS. (A.14)
Le the´ore`me de la divergence est utilise´e sur l’e´quation pre´ce´dente (A.15) pour ob-
tenir une inte´grale sur le contour du VER ou` les champs de de´placements sont
connus :
< Gm >=
1
S
∫
Γo
GM .ndΓ +
1
S
∫
Γo
∇w.ndΓ. (A.15)
Le the´ore`me de la divergence est re´utilise´e pour transformer le premier membre de la
partie droite de l’e´quation pre´ce´dente (A.15) et obtenir l’e´galite´ du second gradient
de transformation aux deux e´chelles :
< Gm >= GM +
1
S
∫
Γo
∇w.ndΓ. (A.16)
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Le second terme du membre de droite de l’e´quation (A.16) doit donc eˆtre nul pour
imposer en moyenne les conditions aux limites pe´riodiques dans la cellule, c’est-a`-
dire :
1
S
∫
Γ
∇w.ndΓ = 0. (A.17)
Cette dernie`re e´quation (A.17) n’est pas assure´e par la condition de pe´riodicite´
du champ w. Dans la litte´rature, aucun sche´ma d’homoge´ne´isation pe´riodique
du second ordre impose exactement cette condition sur la de´rive´e du champ de
de´placement inconnu. Dans Kouznetsova [KOU 04], deux conditions sur le champ w
sont impose´es pour satisfaire l’e´quation (A.17). Cette condition se re´sume au fait
que l’inte´grale du champ microscopique inconnu le long de deux bords adjacents (les
deux bords restants sont implicitement contraints avec la relation de pe´riodicite´) doit
eˆtre nulle : ∫
Γ0g
wgdΓ0 = 0 et
∫
Γ0b
wbdΓ0 = 0, (A.18)
ou` Γ0g et Γ0b repre´sentent respectivement le contour initial des bords gauche et
bas. En replac¸ant le champ microscopique inconnu de´fini par l’e´quation (A.2), nous
obtenons :
∫
Γ0g
umL dΓ0 = F
M .
∫
Γ0g
XgdΓ0 +
1
2
GM :
∫
Γ0g
Xg.XgdΓ0∫
Γ0b
umb dΓ0 = F
M .
∫
Γ0b
XbdΓ0 +
1
2
GM :
∫
Γ0b
Xb.XbdΓ0.
(A.19)
Le membre gauche des e´quations (A.19) regroupe les de´placements inconnus des
nœuds des bords gauche et bas de la cellule. Ces termes peuvent s’e´crire comme une
fonction line´aire de ces inconnues de de´placements affecte´es de coefficient de´pendant
du maillage des bords. Les membres de droite des e´quations peuvent se calculer ana-
lytiquement pour tout tenseur des de´formations FM et GM . En effet, les inte´grales
des diffe´rentes positions initiales du bord gauche (valides aussi pour le bord bas)
sont e´gales a` : 
∫
Γ0g
1 dΓ0 = [s]
L/2
−L/2 = L,∫
Γ0g
s dΓ0 = [s
2]
L/2
−L/2 = 0,∫
Γ0g
s2 dΓ0 = [s
3]
L/2
−L/2 =
L3
12
.
(A.20)
En utilisant ces relations pour simplifier les termes de droite de l’e´quation (A.19),
la condition cine´matique de l’application en moyenne des champs de de´placements
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se re´sume a` :
∫
Γ0g
umL dΓ0 = (−
L2
2
)FM .ex +
L3
8
ex.G
M .ex +
L3
24
ey.G
M .ey∫
Γ0b
umBdΓ0 = (−
L2
2
)FM .ey +
L3
24
ex.G
M .ex +
L3
8
ey.G
M .ey.
(A.21)
Les deux conditions cine´matiques sur les de´placements du bord (les conditions aux
limites pe´riodiques de l’e´quation (A.7) et le maintien en moyenne des champs de
de´placement de l’e´quation (A.21)) me`nent a` des contraintes de Dirichlet sur le
contour du proble`me microscopique. Ces conditions aux limites seront applique´es
via le logiciel e´le´ment finis Cast3M [VER 88].
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Calcul des parame`tres e´lastiques de la souplesse
Le comportement de la cellule unitaire est choisi cubique. En plus du module
de Young E et du coefficient de Poisson ν, nous conside´rons que le module de
cisaillement G n’est pas lie´ a` ces deux parame`tres et est donc inconnu. La matrice
de souplesse S est donc e´gale a` :
S =

1
E
−ν
E
0
−ν
E
1
E
0
0 0
1
µ∗
 (B.1)
La cellule unitaire est charge´e suivant trois directions diffe´rentes (0, 30 et 45 degre´s).
Connaissant les contraintes et de´formations dans le repe`re du chargement, nous
devons calculer la matrice de souplesse dans le repe`re du chargement afin d’identifier
ces parame`tres. La matrice de souplesse dans le repe`re du chargement Sθ est donc
e´gale en fonction de la matrice de souplesse S a` :
Sθ = B
T
θ SBθ (B.2)
ou` la matrice Bθ est la matrice de rotation du repe`re e´gale a` :
Bθ =

cos2θ sin2θ
√
2cosθsinθ
sin2θ cos2θ −√2cosθsinθ
√
2cosθsinθ −√2cosθsinθ cos2θ − sin2θ
 (B.3)
Par la suite, les termes cosθ et sinθ sont remplace´s respectivement par c et s pour
la lisibilite´ des e´quations. Apre`s calcul, la matrice de souplesse dans le repe`re du
chargement est e´gale a` :
Sθ =

(1− 2(1 + ν)s2c2) 1
E
+ 2s2c2
1
µ∗
(2(1 + ν)s2c2 − ν) 1
E
− 2s2c2 1
µ∗
√
2sc(c2 − s2)( 1 + ν
E
− 1
µ∗
)
(2(1 + ν)s2c2 − ν) 1
E
− 2s2c2 1
µ∗
(1− 2(1 + ν)s2c2) 1
E
+ 2s2c2
1
µ∗
−√2sc(c2 − s2)( 1 + ν
E
− 1
µ∗
)
√
2sc(c2 − s2)( 1 + ν
E
− 1
µ∗
) −√2sc(c2 − s2)( 1 + ν
E
− 1
µ∗
)
1
µ∗
− 4s2c2( 1 + ν
E
+
1
µ∗
)

(B.4)
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Les contraintes et les de´formations sont lie´es par cette matrice suivant la relation :
Sθ.Σ = E (B.5)
ou` Σ et E sont les contraintes et les de´formations homoge´ne´ise´es dans la cellule
unitaire lors d’un chargement e´lastique. Elles sont e´gales dans ce cas a` :
Σ =
 Σx (Σxx)Σy (Σyy)√
2Σxy
 et E =
 Ex (Exx)Ey (Eyy)√
2Exy
 (B.6)
Cette relation (B.5) donne trois e´quations de´pendant des trois parame`tres E, ν et
µ∗.
Premier cas : θ = 0o : Dans le cas ou` la cellule n’est pas incline´e, la relation (B.5)
donne les e´quations usuelles liant la contrainte et la de´formation pour un mate´riau
cubique : 
Σx
1
E
− Σy ν
E
= Ex
Σy
1
E
− Σx ν
E
= Ey
Σxy
1
µ∗
= Exy
(B.7)
Deuxie`me cas : θ = 45o : La cellule unitaire est incline´e de 45 par rapport
au chargement. L’e´quation (B.5) donne trois e´quations liant la contrainte a` la
de´formation dans la cellule unitaire en fonction des parame`tres e´gales a` :
1
2
(Σx + Σy)
1
E
− 1
2
(Σx + Σy)
ν
E
+
1
2
(Σx − Σy) 1
µ∗
= Ex
1
2
(Σx + Σy)
1
E
− 1
2
(Σx + Σy)
ν
E
− 1
2
(Σx − Σy) 1
µ∗
= Ey
Σxy
1
E
+ Σxy
ν
E
= Exy
(B.8)
Troisie`me cas : θ = 30o : Le dernier cas est la rotation de la cellule de 30 degre´s
par rapport au chargement. Les diffe´rentes valeurs trigonome´triques de l’angle sont
e´gales a` :
c =
√
3
2
; s =
1
2
; c2s2 =
3
16
; c2 − s2 = 1
2
. (B.9)
152 Je´re´my Marty, LaMCoS, INSA Lyon, 2015
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0013/these.pdf 
© [J. Marty], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Annexe B
Apre`s simplification, l’e´quation (B.5) donne trois e´quations liant la contrainte a` la
de´formation dans la cellule unitaire en fonction des parame`tres telles que :
(5Σx + 3Σy − 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/E −(3Σx + 5Σy + 2
√
6Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (3(Σx − Σy) + 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Ex
(3Σx + 5Σy + 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/E −(3Σx + 5Σy − 2
√
6Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (3(Σy − Σx)− 2
√
6Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Ey
(
√
3(Σy − Σx)− 6
√
2Σxy)/8 ∗ 1/E +(
√
3(Σy − Σx)− 6
√
2Σxy)/8 ∗ ν/E
+ (
√
3(Σy − Σx) + 2
√
2Σxy)/8 ∗ 1/µ∗ = Exy
(B.10)
Calcul du crite`re de Hill
Le crite`re plastique de Hill est une extension du crite`re plastique de Von Mises.
Le crite`re f de Von Mises de´pend du second invariant des contraintes J qui de´finit
le de´but de la plastification d’un mate´riau isotrope. Dans notre cas, le mate´riau est
anisotrope. A la place du second invariant des contraintes, la matrice de Hill est
de´finie afin de calculer le crite`re plastique :
H =
 F −G 0−G F 0
0 0 L
 (B.11)
ou` le crite`re plastique est donc :
f(Σ) =
√
ΣTHΣ− ΣY . (B.12)
ΣS est la limite d’e´lasticite´ du mate´riau. Pour chaque orientation du mate´riau ar-
chitecture´, le crite`re de charge plastique, avec l’ajout de la matrice de rotation Bθ
est e´gal a` :
f(Σ) =
√
ΣTBTθHBθΣ− ΣY . (B.13)
Le calcul de la matrice de Hill dans le repe`re du chargement Hθ = B
T
θHBθ donne :
Hθ =
(1− 2s2c2)F − 2s2c2(G− L) (1− 2s2c2)G+ 2s2c2(F − L)
√
2sc(c2 − s2)(F +G− L)
(1− 2s2c2)G+ 2s2c2(F − L) (1− 2s2c2)F − 2s2c2(G− L) √2sc(c2 − s2)(−F −G+ L)√
2sc(c2 − s2)(F +G− L) √2sc(c2 − s2)(−F −G+ L) (1− 4s2c2)L− 4s2c2(F +G)
 (B.14)
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Annexe B
La contrainte scalaire de Hill (Jh = Σ
TBTθHBθΣ) est alors e´gale a` :
Jh =
[
(1− 2s2c2)(Σ2x + Σ2y) + 4s2c2ΣxΣy + 2
√
2sc(c2 − s2)Σxy(Σx − Σy)− 4s2c2Σ2xy
]
F+[
(4s2c2 − 2)ΣxΣy − 2s2c2(Σ2x + Σ2y) + 2
√
2sc(c2 − s2)Σxy(Σx − Σy)− 4s2c2Σ2xy
]
G+[
2s2c2(Σx − Σy)2 + 2
√
2sc(c2 − s2)Σxy(Σy − Σx) + (1− 4s2c2)Σ2xy
]
L
(B.15)
La plastification du mate´riau se fait pour une contrainte (Σ) annulant le crite`re de
charge plastique f . La plastification est donc re´gie par l’e´quation scalaire suivante :
Jh = Σ
2
Y (B.16)
Premier cas : θ = 0o : Dans le cas ou` la cellule n’est pas incline´e, la relation (B.16)
donne l’e´quation classique pour le cas anisotrope lie´ au mate´riau :
(Σ2x + Σ
2
y)F − 2ΣxΣyG+ Σ2xyL = Σ2Y (B.17)
Deuxie`me cas : θ = 45o : La cellule unitaire est incline´e de 45 par rapport
au chargement. L’e´quation (B.16) donne une e´quation scalaire en fonction des pa-
rame`tres e´gales a` :[
1
2
(Σx + Σy)
2 − Σ2xy
]
F −
[
−1
2
(Σx + Σy)
2 − Σ2xy
]
G+
1
2
(Σx − Σy)2L = Σ2Y (B.18)
Troisie`me cas : θ = 30o : Le dernier cas est la rotation de la cellule de 30
degre´s par rapport au chargement. Apre`s simplification, l’e´quation (B.16) donne
une e´quation scalaire en fonction des parame`tres telle que :[
5
8
(Σ2x + Σ
2
y) +
3
4
ΣxΣy +
√
6
4
Σxy(Σx − Σy)− 3
4
Σ2xy
]
F +[
−3
8
(Σ2x + Σ
2
y) +
5
4
ΣxΣy +
√
6
4
Σxy(Σx − Σy)− 3
4
Σ2xy
]
G +[
3
8
(Σx − Σy)2 +
√
6
4
Σxy(Σy − Σx) + 1
4
Σ2xy
]
L = Σ2Y
(B.19)
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Annexe C
Transforme´e de Radon
La projection de Radon [BRA 95] e´tablit la possibilite´ de reconstituer une fonc-
tion re´elle a` deux variables (assimilable a` une image) a` l’aide de la totalite´ de ses
projections selon des droites concourantes. Ces projections portent le nom de sino-
gramme. L’application de ce the´ore`me est la reconstruction d’images a` partir de ces
projections, surtout utilise´ en imagerie me´dicale ou en tomographie. Dans notre cas
d’utilisation, nous nous inte´ressons seulement a` la construction du sinogramme a`
partir d’une image pour de´terminer selon quelle droite nous obtenons la projection
maximale du champ e´tudie´.
La transforme´e de Radon d’une fonction de deux variables f est donne´e par l’inte´grale
double selon la droite de´finie par son inclinaison θ et son ordonne´e a` l’origine b sui-
vante :
Tf =
∫
x
∫
y
[f(x, y).(xcosθ + ysinθ + b)dxdy (A.1)
De´marche de calcul de la transforme´e de Radon
De´finition des variables : Les deux parame`tres, note´s θ et ρ, du calcul de la
transforme´e de Radon appartiennent aux intervalles suivants :{
θ ∈ [0 ; 180[
ρ ∈ [−ρmax
2
;
ρmax
2
]
(A.2)
ou` ρmax est le nombre de points maximums d’une droite, incline´e d’un angle θ et
passant par le centre, sur lesquels peuvent eˆtre projete´ le champ soit :
ρmax =
√
m2 + n2. (A.3)
Les valeurs m et n sont les dimensions de l’image f. La valeur ρi repre´sente la
distance du point de projection au centre de l’image (cette valeur peut eˆtre ne´gative
ou positive). Ces parame`tres sont illustre´s sur la Figure C.1 ou` l’image est centre´e
sur l’origine du repe`re.
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~x
~y
Image
ρ
×ρi θm
n
Figure C.1 – De´finition des variables utilise´es lors de la transforme´e de Radon
••
••
Projections
× ×
× ×
×
Points de calcul
Ligne de projection
Figure C.2 – Projection des pixels sur la droite coupant le champ e´tudie´.
Calcul de la transforme´e La transforme´e de Radon du champ est la somme
de la transforme´e de chaque pixel pris individuellement. L’algorithme permettant
le calcul de la transforme´e divise tout d’abord les pixels en quatre sous-pixels puis
les projette se´pare´ment sur la droite de´finie par les parame`tres. Cette projection est
illustre´e sur la Figure C.2.
Chaque projection des sous-pixels est ensuite proportionnellement divise´e entre
les deux points les proches (conforme´ment a` la distance entre la position de la
projection et des points de calcul les plus proches). Si la projection du sous-pixel
heurte le point de calcul alors ce point obtiendra la valeur du sous-pixel, e´quivalant
a` un quart de la valeur du pixel.
La transforme´e de Radon est donc calcule´e pour chaque angle comme la pro-
jection de tous les sous-pixels sur la droite incline´e de´finie par l’angle. La valeur
de chaque sous-pixels est ensuite somme´e entre deux points de calcul au maximum
pour obtenir la transforme´e de Radon sur cette droite.
Un exemple simple
Pour comprendre comment ”lire” le sinogramme calcule´ par la transforme´e de
Radon, prenons un exemple simple. Soit une image carre´e avec a` l’inte´rieur un carre´
de valeur constante. L’image est repre´sente´e sur la Figure 5.3(a).
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(a) (b)
Figure C.3 – (a) Image exemple pour le calcul de la transforme´e de Radon ; (b)
Sinogramme calcule´
L’image est de taille 100 × 100 pixels ce qui donne un sinogramme de taille
142×180 repre´sente´ sur la Figure 5.3(b). Chaque colonne du sinogramme repre´sente
la projection de l’image sur la droite incline´e de l’angle choisi. Nous observons que
les colonnes correspondantes aux angles avoisinant les 0, 90 et 180 degre´s, la valeur
de la projection est sensiblement e´gale a` la longueur d’un coˆte´ du carre´ central,
soit 50. Les points de projection les e´loigne´s du centre de l’image ont une valeur
de projection nulle puisque la valeur projete´e de l’image est nulle. En dehors de la
dimension de l’image(50), les points de projection n’appartiennent plus a` l’image.
La valeur de la projection augmente lorsque l’angle balaye les valeurs de 0 a`
45 degre´s ou` nous obtenons la valeur la plus grande. Cette valeur est obtenue au
centre de l’image quand la somme des projections est la plus grande, soit e´gale a`
71 (longueur de la diagonale du carre´). Cette valeur est retrouve´e au centre pour la
droite incline´e a` 135 degre´s.
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Annexe D
X-FEM
La me´thode des e´le´ments finis e´tendus (X-FEM) [MOE 99] tire son origine de la
proble´matique de la propagation de fissure. L’ide´e est d’introduire les discontinuite´s
au sein des e´le´ments finis pour e´viter de remailler la structure. Cette introduction
se fait via la technique de la partition de l’unite´ [MEL 96]. Cette technique est aussi
utilise´ dans les approches GFEM (generalized finite element method) ou PUFEM
(partition of unity finite element). Nous pouvons aussi noter l’inte´reˆt des fonctions
de niveaux (levels sets) pour de´finir le support ge´ome´trique de la fissure et faire
e´voluer la position des surfaces de discontinuite´s [STO 01, SUK 01].
Rappel sur les me´thodes de discre´tisation
La me´thode des e´le´ments finis (MEF) a pour but de re´soudre le syste`me d’Equa-
tions D.1 e´crit dans le cadre statique :
∆.σ = 0 dans Ω
σ.n = t sur Γt
σ.n = 0 sur Γc+
σ.n = 0 sur Γc−
(D.1)
Le domaine Ω est discre´tise´ par un nombre n de nœuds. Les fonctions de forme Ni
avec i ∈ n s’appuient sur ces nœuds. Le de´placement discre´tise´ U s’e´crit au point x
de l’espace tel que :
U(x) =
N∑
i
qiNi(x). (D.2)
Les fonctions de forme constituent une partition de l’unite´ sur le domaine Ω telle
que :
N∑
i=1
Ni(x) = 1 ∀x ∈ Ω. (D.3)
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Me´thodes des e´le´ments finis e´tendus
Avec la condition pre´ce´dente, la base des fonctions de forme est enrichie avec
une fonction de forme ψ telle que :
U(x) =
n∑
i=1
qiNi(x) +
ne∑
j=1
Nj(x)ψ(x)q
e
j , (D.4)
ou` les nœuds ne (une partie des nœuds n ou tous) sont alors dits enrichis. Le
de´placement standard est alors enrichi est par le champ de de´placement ψ(x).
Dans une structure fissure´e, le champ de de´placement est discontinu. Pour de´crire
ce phe´nome`ne, la fonction d’enrichissement est choisie discontinue. Avec la position
exacte de la fissure dans la structure, la fonction de Heaviside H est introduite telle
que :
H(x) =
{ −1 si x est au-dessus de la fissure
+1 si x est en-dessous de la fissure
(D.5)
L’approximation par les e´le´ments finis e´tendus du champ de de´placement s’e´crit
donc :
U(x) =
n∑
i=1
qiNi(x) +
ne∑
j=1
Nj(x)H(x)q
e
j (D.6)
La fonction de Heaviside peut donner lieu a` diffe´rentes variantes de la fonction d’en-
richissement [HAN 02, ZI 03]. Dans ce travail, la fonction d’enrichissement utilise´es
seront les fonctions dites de´cale´es (shifted) telles que :
H ′(x) = Ni(H(x)−H(xi)), (D.7)
ou` xi est la position du nœud ou` la fonction de formeNi est maximale. L’exemple en
une dimension d’un barreau avec une fissure place´e entre le nœud 2 et 3 est illustre´e
sur la Figure D.1. Les fonctions de forme classiques Ni et la fissure sont repre´sente´es
sur la Figure 5.1(a), les fonctions de forme d’enrichissement de Heaviside classiques
sur la Figure 5.1(b) et les fonctions d’enrichissement de´cale´es sur la Figure 5.1(c).
Ajout du de´placement en pointe de fissure
Le de´placement en pointe de fissure peut eˆtre ajoute´ avec des fonctions enrichies
supple´mentaires. Les solutions asymptotiques en pointe de fissure sont les solutions
les plus judicieuses. La base de fonction d’enrichissement de la singularite´ dans les
coordonne´es cylindriques (r, θ) s’e´crit :
Bα =
[√
rsin
θ
2
,
√
rcos
θ
2
,
√
rsin
θ
2
sinθ,
√
rcos
θ
2
cosθ
]
. (D.8)
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•
1
•
2
•
3
H = +1
H = −1
N1
N3N2
(a)
•
1
•
2
•
3
HN2
HN3
(b)
•
1
•
2
•
3
N2(H(x)−H(x2))
N3(H(x)−H(x3))
(c)
Figure D.1 – Fonction de Heaviside H (a), fonction d’enrichissement NH (b) et
fonction d’enrichissement de´cale´e N(H − H(xi)) (c) pour une fissure place´e entre
les nœuds 2 et 3.
L’approximation du de´placement s’e´crit alors :
U(x) =
n∑
i=1
qiNi(x) +
ne∑
j=1
Nj(x)H(x)q
e
j +
nf∑
k=1
4∑
α=1
Nk(x)Bα(x)q
f
k , (D.9)
ou` nf sont les nœuds encadrant la pointe de la fissure.
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X-DIC
La corre´lation d’images classique, explicite´e dans la Section 1.4.3, n’est pas
adapte´e a` la mesure de champs de de´placement discontinus. Dans les algorithmes de
corre´lation d’images, l’incertitude de mesure diminue quand la taille des e´le´ments
augmente ce qui rend difficile la mesure de discontinuite´s. Le principe des e´le´ments
finis e´tendus pre´sente´ pre´ce´demment est applique´ dans le cadre de la corre´lation
d’images pour mesurer un champ de de´placement avec des discontinuite´s [RE´T 08].
Les fonctions de forme de saut ont e´te´ introduites dans l’identification du champ
de de´placement par corre´lation d’images. Les nœuds se´lectionne´s du maillage sont
enrichis soit par la connaissance a posteriori de la position de la fissure soit par
l’analyse du re´sidu de la corre´lation qui donne la position de la discontinuite´.
Deux champs de de´placement artificiel ont e´te´ e´tudie´s, le premier est un champ
de de´placement de corps rigide accompagne´ d’une discontinuite´. Le second est un
champ de de´placement e´lastique d’une fissure en mode I. Avec le premier champ,
l’incertitude de de´placement de la corre´lation d’images classique et de la corre´lation
d’image enrichie avec une discontinuite´ sont compare´es sur la Figure 5.2(a). Avec le
second champ, l’incertitude de de´placement de la corre´lation d’images classique, de
la corre´lation d’image enrichie avec une discontinuite´ et de la corre´lation d’images
enrichie avec une discontinuite´ et les singularite´s sont compare´es sur la Figure 5.2(b).
Les courbes, dans les deux cas, montrent une tre`s nette ame´lioration de l’incerti-
tude de mesure de la corre´lation d’images avec l’ajout des enrichissements. Le calcul
avec une discontinuite´ seule ne ne´cessite pas l’introduction des fonctions d’enrichis-
sement associe´es a` la singularite´ (Figure 5.2(a)). Dans nos expe´riences, la position
de la fissure de la fissure est connue a posteriori et nous ne souhaitons pas calculer
sa propagation mais le saut de de´placement cause´e par sa propagation. Nous nous
limiterons donc a` l’introduction de la fonction d’enrichissement de saut (fonction de
Heaviside) dans la corre´lation d’images.
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(a) (b)
Figure D.2 – (a) Incertitude de de´placement pour un de´placement discontinu avec
des e´le´ments Q4 classiques et des e´le´ments Q4 enrichis avec une discontinuite´ ; (b)
Incertitude de de´placement pour une fissure en mode I avec des e´le´ments Q4 clas-
siques, des e´le´ments Q4 enrichis avec une discontinuite´ et des e´le´ments Q4 enrichis
avec une discontinuite´ et une singularite´.
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Annexe E
Cette annexe pre´sente le dessin technique de l’e´prouvette avec la structure ar-
chitecture´e non incline´e sur la Figure E.1. Les dimensions de l’e´prouvette et les
spe´cifications ge´ome´triques sont les meˆmes pour les deux e´prouvettes avec la struc-
ture architecture´e incline´e.
Le dessin technique de l’e´prouvette avec la structure architecture´e de forme rec-
tangulaire est pre´sente´e sur la Figure E.2.
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Figure E.1 – Dessin de de´finition de la plaque mince contenant la zone architecture´e
non incline´e.
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Figure E.2 – Dessin de de´finition de la plaque mince contenant la zone architecture´e
simple (carre´ de 10x10 trous).
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